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内容提要 


本书详细介绍非线性动力系统高维定性理论和分支理论（局部和大范围)。全书共分两卷。第 
一 卷共有6章和2个附录，主要内 容有： 动力系统基本概念，动力系统的结构稳定平衡态和结构 
稳定周期轨线，不变环面，局部和非局部中心流形理论以及鞍点平衡态附近系统的特殊形式和鞍 
点不动点附近轨线的一阶渐近。全书可作为大学数学系高年级本科生、研究生、教师的教科书和 
教学参考书，也供非线性动力学和动力系统其它方向的学生、教师、工程师、学者和专家学 d 和 
参考。 



“没有什么比好的理论更实用。” 

James C. Maxwell 

我们既要追求优美，同样也要选择有用。” 

Henri Poincare 




《俄罗斯数学教材选译》序 



从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨,有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国髙级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断,更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的髙度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提髙数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织出版的. 


经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材为 



《俄罗斯数学教材选译》序 


主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版,但经多次修订重版， 
面目已有较大变化,至今仍广泛采用、深受欢迎,反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用,并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 
2005年10月 


中文版序 


我很高兴为我们的书《非线性动力学定性理论方法 》 （Methods of Qualitative 
Theory in Nonlinear Dynamics ) 的第一卷和第二卷的中文版写这个序.该书原来的思 
想和内容是俄文的，但是首先是由世界科技出版公司 （World Scientific ) 于1998年和 
2001年出版英文版，再由计算机研究院出版社 (Mhcthtyt KOMnLIOTepHUX KCCJie- 
^ OBaHHii ) 和有序与混池动力学出版社 （Regular and Chaotic Dynamics ) 分别于 2004 
年和2009年从英文翻译回到俄文版，感谢高等教育出版社现在出版中文版.这样，对 
本书的读者将有更多的科学语言可使用. 

本书系统地讨论了动力系统简单极限集的所有主要分支，这些极限集包括稳定 
平衡态，周期轨道和不变环面.但是重点是对高维系统中的大范围分支——同宿分 
支和异宿分支的讨论.通常这种无形解是大部分非线性系统中复杂动力学的主要组 
织中心 . 我们对同宿研究所用的关键方法都得到了严格的论述且具有完全的一般性. 
我高兴地强调大范围分支的工具箱中的大部分工具在这里即在 Nizhny Novgorod (以 

前的 Gorky ) -大家引以为豪的世界著名的 Andronov 非线性振动学派的基地得 

到了发展. 

这本特別偏爱数学技巧的严格的教科书为大学生和研究生水平的数学课程打下 
了坚实的基础.本书也可作为工程或者任何其它非线性动力学交叉学科的参考书以 
及一本十分透彻的自学教材.书中包含有大量的迄今为止还没有在教科书中出版的 
大范围分支材料.其中包括许多第一次详细阐述的新奇分支，例如蓝天突变以及鞍 
点和鞍-焦点之间的各种同宿连接和异宿连接.这些新颖分支现在已经在非线性动 
力学的各种应用，例如在神经科学、医学、化学和流体力学中被广泛地发现.本书已 
经被横跨欧美和俄罗斯的大学中普遍地作为动力系统的教材，当然我也希望这个趋 
势将延伸到中国. 



现今中国正在崛起.当我于2002年接受邀请在北京的世界数学家大会上递送 
题为《分支理论与奇怪吸引子》的报告而访问这个国家的时候亲眼目睹了她的指数 
式飞速增长.我想这个国家如果没有科学和研究的发展，那么她的经济的显著发展 
也是不可能的. 一 个明显的迹象是在纯粹数学与应用数学、物理和生命科学的中国 
研究的各种不同顶级杂志大量增长.我希望用中文母语出版的我们的这两卷书将进 
一步鼓舞和培养中国新一代的非线性动力学家. 

最后，我仅代表合著者感谢金成桴教授为我们全书所作的出色翻译工作. 


Leonid Shilnikov 
Nizhny Novgorod 

2010 年 6 月 




译者序 



由国际著名动力系统专家 L . Shilnikov 等四人合写的这部《非 线性动力学定性理 
论方法》 一 书共分两卷（中本版按英文版 Methods of Qualitative Theory in Nonlinear 
Dynamics , World Scientific 出版社出版的第一卷 (1998), 第二卷 (2001) 翻译.该书现 
已出版俄文译本， 第一卷 (2004), 第二卷 (2008)). 本书是前苏联著名 Andronov 非 
线性振动学校继 Andronov , A . A ., Vitt , A . A •和 Khaikin , S . E . 的 《振动理论》， 
Andronov , A . A ., Leontovich , E . A ., Gordon , I . E •和 Maier ， A . G •的《 平面动力系统 
分支理论》 以及 Andronov , A . A ., Leontovich , E . A ., Gordon ， I . E ， 和 Maier , A . G . 
的 《平面动力系统理论》 等著名著作（原书都为俄文版，现在都有英文版）后又一部 
关于非线性动力学理论方法的优秀著作.该书除介绍平面动力系统分支理论的重要 
结果以外，主要以严谨的数学理论为基础，介绍高维动力系统（连续和离散）的定性 
理论和分支理论.其介绍的理论和方法介于基础教科书和抽象动力系统理论之间. 

由常微分方程和映射(包括微分同胚)定义的动力系统的高维分支理论在上世纪 
60年代开始得到了很大发展，特别是那时出现了这种系统的混沌解.为了研究这种 
以前没有发现过的新现象的发展规律，必须对高维分支问题作系统而细致的分析.但 
是高维定性理论和分支问题比平面情形复杂得多.平面系统由于有著名的 Poincare - 
Bendixson 理论，它们的极限集相对比较简单，高维情形就不一样，其不变集除了平 
衡态、周期轨线、鞍点分界线连接以外，还可以有其它更加复杂的不变集，如奇怪吸 
引子等. 

本书作者用新的方法详细阐述了由常微分方程和映射（包括微分同胚）定义的 
系统的高维定性理论和分支问题.他们从对平衡态和周期轨线邻域内线性化系统的 
特征值作更细致分划开始，详细分析了平衡态和周期轨线（特别是与混沌性态有关 
的高维空间中的鞍点，鞍-结点，鞍-焦点等各类，各类同宿回路和异宿环）邻域内 



译者序 


的轨线性态，用他们的边值问题新方法分析局部和大范围各类不变流形（包括不变 


叶层）的存在性、光滑性.最后详细并严格地讨论了各类局部分支和大范围分支 （包 
括余维 2 分支)，其中包含有通向混沌道路的分支. 


本书对有关问题的发展历史，与实际问题的联系介绍得很清楚，对问题的来龙去 
脉也介绍得很 详细. 书中用到较高深的数学概念一般都有说明，定理证明大多比较 
细致.但必须指出，书中有些公式和分支的推导是借助于有关计算机软件得到的，用 
通常的分析方法一般很难 办到. 读者开始接触时不要被搞得望而生畏.欲知其详，建 
议读者可参考译者不久前翻译并由科学出版社出版的库兹涅佐夫著的 《应用分支理 
论基础》 (2010 版）一书，那里对分支理论的数值分析有较详细的介绍，并有一些具 
体计算例子，例如，如何用 MAPLE 命令计算 Hopf - Hopf 分支的 Poincare 规范形以 
及用其它专适用于动力系统分支理论的软件计算分支曲线等. 


还值得一提的是本书两卷的序言写得特别详细，这在一般著作中也是少有的，特 
别是第二卷，作者花了相当大的篇幅介绍非线性动力学有关课题的发展历史以及各 
章内容，读者可以经常回过头来反复查看.另一个值得注意的是全书后面的例子、问 
题与练习，这部分内容特别对于刚开始做研究工作的读者很有参考价值.书中列举的 
问题不少来自有关文献.例如对以本书作者之一 L . O . Chua 名字命名的 Chua 电路 
的详细分析，它是继 Lorenz 方程出现混沌性态后又一个来自实际问题出现混沌现象 
的系统.书中对每一个问题的研究分析都提出了详细的方案，对有些作为例子的问题 
还作了细致的讨论.这也是对各章正文很好的补充. 


本书有些内容是第一作者 L . P . Shilnikov 本人在 Nizhny Novgorod 大学应用数学 
与控制论研究所微分方程系30年来教授“平面定性理论”课程（一学年）的教材.对 
于要学习髙维定性理论和混沌理论的高年级学生和研究生来说本书无疑是一本难得 
的好教材. 当然， 对于那些从事非线性动力学研究工作的工程师、学者和专家，本书 
也是一本有价值的参考书. 


对于不同水平和不同要求的读者可以选读本书的不同内容，对初学者最好同时 
补充一些本书没有介绍而在非线性动力学中很重要的相关内容，例如平面定性理论 
的基本知识，不变环面上轨线性态的 Poincare - Denjoy 理论以及著名的 Smale 马蹄 
等.动力系统理论中的著名定理，如 A - 引理、封闭性引理等都作了介绍并给出应 
用. 


本书的第一卷对全书是引论性的，主要介绍常微分方程和动力系统的基本概念， 
结构稳定平衡态（特别对鞍点）和周期轨线附近的性态、不变环面以及局部和大范围 
中心流形定理.第二卷是本书的重点,介绍结构稳定系统、 Morse - Smale 系统、平衡态 
的第一、第二、第三临界情形、弱共振和强共振、平衡态和周期轨线（包括鞍-结点， 
鞍-焦点周期轨线）的局部分支和大范围分支以及通往混沌动力学的一些分支.在最 
后的例子、问题和练习中特别介绍了有关 Lorenz 方程， Henon 映射 Khorozov-Takens 
方程， Hindmarsh - Rose , Shimizu - Morioka 等模型和 Chua 电路等的详细分析. 
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本书翻译过程中改正了原书的一些错误.由于原书是由不同人执笔写成的，每 
人写作风格和所用数学名词都有所不同，译文在忠实原文的原则下尽董做到统一和 
通顺易懂. 

最后，感谢 L . Shilnikov 教授为中文版写的热情洋溢的序，也感谢 Audrey 和我 
对本书一些问题的多次讨论和对为中文版序所提供的帮助.感谢髙等教育岀版社编 
辑李鹏的热心支持与帮助和责任编辑蒋青的认真负责仔细的辛勤劳动.另外，也要 
感谢我妻子何燕俐对我这项工作的理解支持和关心. 

金成桴2009年12月 


序目 



科学和技术中的许多现象本质是动力学现象.很长时间人们相信驻定机制，周期 
运动以及调制中的拍频是可观察到的仅有状态.但是，20世纪下半叶的发现戏剧性 
地改变了我们对动力学过程特征的传统观念.这个突破来自一类叫动力混沌的新振 
动的发现.随着对动力学现象的越来越深入的理解令我们对我们的非线性世界有了 
更清晰的 认识. 这导致作为科学学科的非线性动力学的产生，其目的是研究非线性 
动力学过程中的一般规律（正则性). 

研究一个新现象的典型方案的通常过程如下：首先对被研究的有关实验或观察 
构造一个动力学方程形式的适当数学模型，然后分析这个模型，并将分析结果与实 
验现象进行比较. 

这个方法首先是由 xNewton 建议的 . Newton 发现的几条定律提供了包括天体力 
学在内的多个问题的数学模拟基础.限制二体问题的解，给 Kepler 几条实验性定律 
以令人信服的 解释. 事实上，从 Newton 开始，模拟自然界的这个方法统治了这个领 
域许多年.但是，即使这样的纯科学方法也必须通过考察实际现象与它的现象学模 
型之间的符合程度来确认，就像 Brillouin 恰当地 指出： “数学模型与真实之间的不同 
就像地球仪与地球一样”. 

非线性动力学中的数学模型通常是由含有有限个参数并解析地给定的非线性方 
程系统组成.系统可以由常微分方程，偏微分方程，时滞微分方程，积分-微分方程 
等刻画.本书将仅处理由常微分方程描述的（离散空间）系统.此外，我们将限于研 
究非保守系统，因此把“理想”的 Hamilton 系统动力学（在19世纪末 Klein 认为大 
部分“无摩擦的吸引力”都可用这种系统描述）放在一旁. 

微分方程系统是写为形式 

f =雄） 
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的系统，其中独立变量 t 称为 时间. 非线性动力学的基本假设之一，就是一切可观 
察的状态必须是稳定的，这个以常识为基础的假设可追溯到 Aristole . 由此得知，我 
们对微分方程系统的任何综合性研究都必须把注意力集中在无穷时间区间上解的 
特 性上. 从这种观点考虑的系统称为动力系统.虽然动力系统的概念是一种数学抽 
象——事实上，从宇宙论我们知道，万物的生命时间都是有限的一但是，现实世界 
的许多现象都通过动力系统的理论得到了成功的解释.按照这个理论的语言，驻定 
态的数学对象是平衡态，自激振动的对象是极限环，调制的对象是具拟周期轨线的不 
变环面，以及动力混沌的对象是奇怪吸引子，即由不稳定轨线所组成的吸引极限集. 

原则上，所引用的前面三个类型的运动可用线性理论解释.那是19世纪人们所 
使用的方法，即主要借助线性常微分方程或者线性偏微分方程模拟考虑各种不同的 
实际 应用. 最著名的例子是蒸汽机的控制问题，它的研究导致平衡态的稳定性问题 
的解决，即古典的 Routh-Hurwitz 准则. 

非线性动力学中最值得注意的事情要追溯到20世纪二、三十年代.这个时代的 
特征是无线电工程的快速发展.许多非线性无线电工程问题的一个共同特征是相应 
的瞬变过程一般都相当快，因此花费很少时间就可完成一个复杂的实验.在当时与 
数学模型相应的拟线性方程的简单系统通常也起了重要的作用.接下来允许研究工 
作者利用以 Poincare 的极限环理论和 Lyapunov 的稳定性理论为基础的方法对有关 
数学模型作相当完整的研究. 

那个时期另一个重要事件是二维系统振动的数学理论的创立.特别地 ， Andronov 
和 Pontryagin 确定了一大类具有相当简单的数学描述的粗（结构稳定）系统.此外， 
极限环的所有主要分支已被研究 ( Antronov , Leontovich ), 粗系统 （ Andronov , Pon - 
tryagin ) 和 一 般系统 ( Leontovich , Mayer ) 的完全拓扑不变量也得到了讨论.稍后，不 
同研究领域内的专家们应用这些数学上明显和几何上直观易懂的方法去研究各个具 
体的二维系统.这个阶段的发展总结在 Andronov , Vitt 和 Khaikin 的经典著作《振 
动理论》之中 J 

这个课题的进一步发展，包括将平面系统的概念作直接的推广，就是说，将结构 
稳定和分支的条件推广到髙维情形.这绝不表明这个方法的视野狭小，相反，是数 
学上合理的策略.事实上，进入空间必定会带来新的运动类型，它们对非线性动力学 
可能会至关重要.如我们在前面指出的，调制的数学对象是具拟周期轨线的环面.拟 
周期轨线是概周期轨线的特殊情形，按照定义,它们是非闭轨线，其主要特性是它们 
具有概周期：在时间区间上轨线回到接近于它的初始状态.拟周期轨线和概周期轨 
线都是自极限的.较宽的一类自极限轨线由 Poission 稳定轨线组成.这类轨线是由 
Poincare 在研究限制三体问题的稳定性时被发现的. Poission 稳定轨线也任意接近 
地回到它的初始状态，但对任意而固定的初始状态的小邻域，相应的回复时间序列 
可能是无界的，即运动不可预测.按照 BirkhofF 的分类，驻定，周期，拟周期，概周期 


1 这本书第一次出版于1937年，但没有 Vitt 的名字，当时他已经被压制了. 


序 


言 


以及 Poisson 稳定轨线包含与非瞬变性态对应的所有的运动类型. 

在 2 0世纪 3 0年代早期， Andronov 提出了下面一个与振动的数学理论有关的基 
本问题： Poisson 稳定轨线能否是 Lyapunov 稳定的？回答由 Markov 给 出的： 如果 
Poisson 稳定轨线是 Lyapunov 意义下稳定（更确切地，是一致稳定）的，则它必须是 
概周期的.因此，除了概周期运动，看来在非线性动力学中没有其他的运动.从而，在 
上世纪60年代，尽管有髙维系统定性理论的新发现，但还不清楚这个理论是否具有 
超越纯数学的任何价值.这种情况并没有持续多久. 

在相对较短的时间内， Smale 建立了轨线具有复杂性态的结构稳定系统理论的 
基础，当今一般称这个理论为双曲理论.本质上， 一 个以它自己的术语、概念和问题 
的新数学学科已经被创立.它的成就导致了 20世纪最令人惊异的基本发现之 一：动 
力学混沌 . 2 双曲理论提供了奇怪吸引子的一些例子，它们可以是混沌振动的数学反 
映，诸如流体力学中熟知的湍流. 

然而，非线性动力学中的奇怪吸引子的意义没有被广泛赞赏，特别不被湍流专 
家们赏识.他们不愿接受有几个理由.按照数学构造，大家知道，双曲吸引子具有如 
此复杂的拓扑结构，它不允许我们去想象它们呈现的合理情景.这导致人们将双曲 
吸引子认为是与真实动力学过程不相关的纯抽象设计的结果. 3 此外，在许多具体模 
型中观察到的混沌现象几乎与双曲吸引子都没有关系，这是因为长周期的稳定周期 
轨道在给定的参数值出现或者在其附近出现.这使得怀疑论者争辩认为可观察到的 
混沌性态仅代表瞬变过程.在这点上，我们必须强调，奇怪吸引子的轨线的不稳定性 
在控制参数的充分小改变下的持久性是此问题的 本质： 为了使得这个现象能够观察 
到，它必须对外部扰动是稳定的. 

突破这个辩论是在上世纪70年代中期岀现了简单的低阶模型 

x = -ct(x - y), 
y rx — y — xz, 
z = —bz -h xy ， 

其中解的混沌性态是被 E.Lorenz 在 1962 年用数值计算发现.由数学家们详细分析 
显示奇怪吸引子的存在性,它不是双曲的但结构不稳定.然而，主要特征被保持了下 
来,就是说，在系统的小光滑扰动下吸引子保持轨线的不稳定性态.这种包含单个鞍 
点型平衡态的吸引子，称为 Lorenz 吸引子.有关这些吸引子第二个值得注意的事 
实是， Lorenz 吸引子可以由仅具平凡动力学的系统通过有限个容易被观察到的分支 
产生. 

自从那以后，动力学混沌几乎普遍地被接受为合理和基本的自然现象. Lorenz 模 
型实际上变成混沌存在性的证明,尽管该模型源自流体力学，但模型本身也包含“很 

~「^代]^序 K 这不发3暴造“相对论”和“量子力学”之后. 

3 应用双曲吸引子到非线性动力学的可能性即使在今天仍还是问题. 


少水分”，除了模型源自流体力学之外. 4 最近， 一 个称为 Chua 电路的真实物理系统 

的更加现实的数学模型也被严格证明具有动力学混沌，它的实验结果与数学分析以 
及计算机模拟惊人地相一致 [76-79]. 

我们不准备进一步讨论奇怪吸引子理论的相关问题，而仅指出，创立于上世纪 
30年代的非线性振动理论是那么淸楚乂易于理解，使得几代人非线性研究工作者能 
够应用它成功地解决许多科学学科中的问题.上世纪70年代出现了不同情况.具有 
统一特性的极限环和环面被具有更加复杂数学结构的奇怪吸引子所代替.后者包含 
了光滑或不光滑的曲面和流形，具有表示为区间和 Cantor 集直积的局部结构的集 
合，或者甚至更加复杂的 集合. 今天，复杂非线性动力学的专家们，他们或者必须具 
有高维动力系统定性理论较强的数学背景，或者至少要对它的主要论述和结果有足 
够深入的理解.我们希望提醒大家，正如非线性方程通常不能够靠积分求解一样，大 
多数具体的动力系统模型也不允许用纯数学分析“定性积分，这就不可避免地导致 
使用计算机进行分析.因此，对用微分方程定性理论任何形式的论述的最终要求必 
须有完全和具体的特征.同时应当免去不必要的限制， Hadamard 解 释为： “不是按照 
科学需要的指示而是按人类智力的能力行事”. 

在大多数情形下，髙维模型的参数空间可以依模型的轨线是具有简单性态还是 
复杂性态而划分成两个区域.出现与本书相联系的复杂性态的最初标志或征兆是出 
现 Poincare 同宿轨线.虽然 Poincar 6 是在限制三体问题，即在 Hamilton 系统中发现 
这些轨线的，但这种轨线是非线性动力学所有领域研究的基本对象.一般， Poin C ar 6 同 
宿轨线的出现导致相当重要的结论.由 Smale 和 L.Shilnikov (从地球的两端）同时建 
立的这些具有 Poincare 同宿轨线的系统具有无穷多条共存的周期轨线以及 Poisson 
稳定轨线的连续统.它们都是不稳定的.本质上，这些同宿结构是构筑动力学混沌的 
基本砖块. 

由于具有简单性态轨线的高维系统非常类似于平面系统 [80]. 原则上，只有在具 
有被拟周期轨线环面的不变环面的相空间内才有可能存在新的特性.因此，任何具 
体模型在参数空间的这个区域内可以被完全地分析. 

具有复杂性态轨线的系统情况完全不同.事实上，最近由 Gonchenko , L.Shilnikov 
和 Turaev 发现大部分非线性动力学模型的完全分析都是不现实的 [28]. 

本书仅考虑具有简单动力学的高维微分方程系统的定性理论.在实际应用中出 
现的这类系统非常丰富且多种多样，读者可査阅到与神经细胞网络有关的非线性微 
分方程的非常大的系统（典型地，具有维数大于10 000的状态变量）丨 81 j ， 它包含格 
动力系统以及胞腔自动机作为特殊情形.我们把本书划分成两卷.第一卷实际上主 
要是引论和方法.那里我们考虑简单平衡态和周期轨线附近的轨线性态，以及与不 
变环面存在性有关的一些问题.很自然我们首先叙述有关稳定性问题的经典结果，特 
别考虑鞍点型的不稳定平衡点和周期轨线.这类轨线在当代定性理论中起着至关重 


4 Lorenz 系统是代表平面层流对流问题最简单的 Galerkin 近似. 
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要的 作用. 例如，鞍点平衡态可组成奇怪吸引子不可分离的部分.鞍点也与某些非局 
部特性的主要且重要的问题有关，等等.我们在本书中研究鞍点轨线附近系统性态 
的方法，是以 L . Shilnikov 在上世纪 GO 年代建议的方法为基础的.这个方法的主要 
特点不是将鞍点附近的解考虑为 Cauchy 问题的解，而是作为特殊边值问题的解来 
考虑.由于这个方法还没有在文献中明显叙述过，仅在专家们的小圈子里知道，故本 
书将对它作详细论述. 

本书的第二卷是分析平衡态，周期轨线以及同宿和异宿轨线的主要分支.分支 
理论在非线性动力学中起着关键的作用，其根源可追溯到 Poi nC ar 6 和 Lyapunov 关 
于研究旋转流形状的先驱性 工作. 分支理论以粗性或者结构稳定性概念为基础并得 
到了发 展.鉴于在粗（强）情形系统小的变化不产生系统状态的重大改变，分支理论 
解释在非粗情形将发生什么，包括许多可能的定性变化.这些转移中的某些可能是 
危险的，有可能导致突变和不可逆情形.用分支理论允许我们预言许多现实世界的 
现象. 特别地，诸如激发振动中的软性和刚性（严格）机制，平衡态和周期运动的安全 
和危险边界,磁滞，锁相等概念都通过分支理论得到了阐明和分析. 

我们在本书特别注意给出参数空间中平衡点和周期轨线的稳定性边界.与标准 
分支一起，局部的和大范围的，也研究最近由 L . Shilnikov 和 Turaev [66] 才发现的被 
称为“蓝天突变”的分支现象.这个现象的本质是在参数空间内可以存在周期轨线的 
稳定性边界，当参数趋近边界时周期轨线的长度和周期趋于无穷，但在相空间的有 
界区域，周期轨线停留在距任何平衡态的有限距离内.这个分支在物理系统的模型中 
还没有被观察到，虽然已经有了一个右端是多项式的双参数三维模型 125]. 

本书基本上是自封的，所有提供的必要事实都有完全的证明，除了某些熟知的 
经典结果，诸如不变环面上轨线性态的 Poincarc - Denjoy 理论. 

本书以它的第 一 作者在过去30年于 Nizhny Novgorod (以前的 Gorky ) 大学的 
特别课程讲义为基础.这门课通常是以二维系统定性理论为内容需进行为期一年的 
教学，它由 E . A . Leontovich - Andronova 教授讲授了许多年.此夕卜，该课程的某些内容 
在学生讨论班上讨论过，有些内容也在应用数学和控制论研究所的微分方程系每周 
的科学讨论班上讨论过.本书将吸引那些选择定性理论、分支理论以及奇怪吸引子 
作为主修课的初学者.毋庸置疑，对在上述课题和有关数学学科的专家们以及各学 
科中非线性动力学和混沌跨学科的学者和研究者，如果他们对具体的动力学模型的 
分析有兴趣，本书对他们大家都有用. 

本书的第一卷由六章和两个附录组成. 

第1章叙述自治系统的主要性质，给出抽象动力系统的概念，并选择为进一步 
阐述所必须的轨线和不变集的主要类型，我们讨论的微分方程定性积分的某些问题 
是以拓扑等价性概念为基础.这一章的材料也有参考价值，初学者需要时可随时翻 
阅它. 

第2章研究结构稳定平衡态邻域内的轨线性态.我们在这里所用的方法可追溯 


到 Poincare . 利用这个方法对平衡态的主要类型进行分类.这里我们特别关注鞍点 
型平衡态以及，尤其是主与非主（强稳定）不变 流形. 另外我们还充分注意到鞍点^ 
近解的渐近表 达式. 值得一提的是我们的方法是以 Shilnikov 的边值问题为基础.此 
外，我们证明了某些不变流形 定理. 要强调的是,连同熟知的鞍点的稳定和不稳定流 
形定理一起以及有些后面将要用到的相当重要的结果在这里一并给出.在这一章的 
最后一节叙述与局部分支问题有关的 Poincare 共振理论的某些有用 信息. 

第3章讨论结构稳定的周期 轨线. 我们集中考虑不动点邻域内 Poincare 映射的 
轨线 性态. 如同在平衡点情形，我们将研究鞍点不动点附近相应的边值问题以及证 
明关于它的不变流形的存在性定理. 3.10—3.12 节和 3.14 节仅考虑连续时间周期轨 
线的性质. 

第 4 章考虑不变 环面. 更明确地说，我们研究对时间是周期或拟周期的非自治 
系统.这类非自治系统可以通过加人某些关于循环变量有特殊形式的方程来将系统 
扩展到高维.为了证明这种系统不变环面的存在性，我们用了一个普适准则，即所谓 
可适用于小扰动系统的环域原理.在周期外力情形，二维不变环面上的轨线性态可 
用圆周的可定向微分同胚模拟.与此有关，我们将简短叙述与 Poincar 6 ~Denjoy 理论 
的相关的某些结果.并用讨论非线性动力学中的一个重要问题，即与调制中的“拍 
频”现象相应的同步化问题来结束这一章. 

最后两章，第5章和第6章分别专门讨论局部和大范围中心流形.第5章我们 
重新证明下面一个熟知的结果，即在结构不稳定平衡态的小邻域内，或者在 C ” - 光 
滑动力系统分支周期轨线附近，局部存在 C 7 -光滑不变中心流形，它的维数在平衡 
态情形下等于具零实部的特征指数的个数，或者在周期轨线情形下等于位于单位圆 
上乘子的个数.对中心流形定理的证明与特殊的边值问题的研究有关，并且涵盖了 
所有基本的局部不变流形（强稳定和强不稳定，扩展稳定和扩展不稳定以及强稳定 
和强不稳定不变叶 层). 讨论中心流形和不变叶层的存在性是如何允许我们把研究系 
统的局部分支问题化到在中心流形上对应子系统的局部分支的研究，因此，值得注 
意，问题的维数减少了. 

第6章对大范围分支情形，叙述类似的中心流形定理的证明.不像局部情形，非 
局部中心流形的维数并不依赖于 Jacobi 矩阵的退化次数，但等于某个整数，它可用 
组成异宿环的鞍点轨线的负的和正的特征指数的个数来估计.非局部中心流形的另 
一个特征是， 一 般它仅 C 1 - 光滑.在这样的中心流形上的限制只可能用来研究允许 
其解在 C 1 - 光滑的框架下的分支问题.因此，与局部分支理论不同，不能直接应用非 
局部中心流形去研究各种要求更髙光滑性的精细的分支现象.因此，本质上，定理包 
含的某些定性结果只能允许我们期待同宿环的小邻域内轨线的某些可能的动力学, 
以及估计位于它邻域内轨线的稳定和不稳定流形的维数，并计算这些轨线的正的和 
负的 Lyapunov 指数的个数.我们只详细考虑具有最简单环的一类 系统; 即开始和终 
止于同一个鞍点平衡态的双向渐近轨线（同宿回路).然后将这个结果推广到一般的 
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异宿环. 

在附录里我们证明一条关于系统化到特殊形式的定理，它对分析鞍点附近的轨 
线十分有用.这个定理特别電要，因为当要求得到轨线更细致的性态时,通常在鞍点 
附近直接对系统线性化时所作的假设有时候会导致引发混乱.我们的证明本质上是 
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第 1 章基本概念 


1.1 常微分方程理论中的必要背景 

我们研究的主要对象是形如 


- def dx 

x = = x (:) (1.1.1) 

的常微分方程自治系统，其中 x = ( xi , ••- , x n ), X { x ) = ( Xi ,...， X n ). 假定 , 
X n 是定义在某 个区域 F 中的 C r - 光滑函数 （r > 1). 在动力系统理论中，通 
常视变量 t 为时间，区域 £) 为相空间，它可以是有界、无界或者与 Euclid 空间『 
重合. 可微映射 p ••丁 h D 称为系统 （1.1.1) 的解 a : = 如果 

= X {( f { t )), 对 ■任何 ter . (1.1.2) 

其中 t 是 t 轴上的一个 区间. 由假设， Cauchy 定理的条件成立，故对任何 : co e D 和 
任何化 e R 1 ， 存在唯一解 p 满足初始条件 

xq = ( p ( to ). (1.1.3) 

解定义在包含 f = to 的某个区间上. 一 般地，端点 r 和粆 可以是有 
限或者无穷. 

系统 (1.1.1) 的解具有下面的 性质： 

1. 如果 X = 是 （1.1.1) 的解,则显然 a : = 冲 + C ) 也是定义在区间 （ r * 一(7，《+- 
C ) 上的解. 

2 . 解 x = p ⑴ 和 x = #(< + C ) 可以视为对应于同一初始点 x 0 但不同初始时间 t 0 
的解. 
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3•满足 (1.1.3) 的解可以写为形式 x = 冰一 t 0 ， a ： o )， 其中 v ?(0 } x o ) = x 0 . 

4 * 如果灼 = y^i 一 < o ， a ： o )， 贝 ’J ^( t - t 0 l x 0 ) = p(t — •记 Q — t 0 为新的 h 以 
及 t - h 为 t 2 、 我们得到所谓解的群性质 ： 

V ?( t 2 ,^( ti , x 0 )) = ( f{ti - ht 2 , a ： o ). (1.1.4) 

大家知道， - 光滑系统 （1.1.1) 的 Cauchy 问题 (1.1.3) 的解 a : =冰- t 0 , x 0 ) 
关于时间和初始值抑是 （ CO 光滑的.一阶导数汴 - t 0 j x 0 ) = ^ - 满足关于初始 

. # OXo 

条件 C (0; xo ) = I (恒同矩阵）的所谓变 分方程 4 - t 0 l x 0 ))^. 这个变分方程 

是由 （1.1.1) 形式微分得到的线性非自治系统.进一步微分给出髙阶导数的方程. 

系统 (1.1.1) 的解有两种几何 解释. 第一种解释与相空间 D 相关，第二种与所 
谓扩展相空间 DxR ^ 相关. 在第一种解释下，满足初始条件 (1.1.3) 的任何解可考 
虑为某曲线（关于参数0的参数方程•当 （ 变化时，这条曲线由在相空间 D 内的点 
^ x 0 ) 描绘出 • 按标准术语这样的曲线 称为相轨线， 或者简单地称为轨线（或者轨 
道，或者有时候就称相曲线).微分方程系统 （1.1.1) 的右端在相空间内定义了一个向 
量场，其中方程 (1.1.2) 意味着速度向量 X ( x ) 在点 rc 切于相轨线.对光滑向量场 X ， 
由 Cauchy 问题 (1.1.3) 的解的唯一性,通过相空间的每一点只存在一条轨线. 

在第二种解释中，系统 (1.1.1) 的解考虑为扩展相空间中的曲线.这样的 
曲线称 为积分曲线. 轨线与积分曲线之间存在明显的联系.每一条相轨线是对应的积 
分曲线沿着 f 轴 在相空间中的投影，如图 1.1.1 所示.但是，与此相对照，积分曲线是 
严格意义下的曲线，它们在相空间中的投影可以不再是曲线而是点.这样的点称为 
平衡点. 它们对应于常数解 a : = rr ' 由（1.1.2)， X ( x *) = 0,即平衡态是向量场的奇 
点.自然会问下面一个 问题： 相轨线能否彼此相交？这个问题由下面的定理解决. 

定理 1.1 设 L 是异于平衡态的轨线，它对应于系统 （1.1.1) 的解使得对 
U 爹 t 2 有= p %) .则 p ( t ) 对所有 t 有定义且是周期解 7 L 是一 条简单的光滑 
闭曲线. 

如果 T 是的最小周期，则 L 的参数方程是 X = to t ^ to T, 在这 
个区间内 f 的不同值对应于 I 上的不同点. 

这个定理的证明建议读者参看 Andronov , Leontovich , Gordon 和 Maier 的 《平 

面动力系统理论： H 6 ]. 

对应于周期解 Wt ) 的轨线 L 称 为周期轨线. 

既不是平衡态又不是周期轨线的任何其它轨线都是非闭曲线.由定理 1.1 得知 
非闭轨线没有自交点. 

注意，任何两个仅仅由于选择的初始时间不同的解对应于相同的轨线. 反之: 
任何两个对应于相同轨线的不同解仅相差对时间的移位 t-^t + C . 由此得知，对应 
于相同周期轨线的所有解都有相同周期. 



1.1 常微分方程理论中的必要背景 
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(a) (b) 

图 1.1.1 积分曲线在相空间 D 中的投影可为非闭轨线 （ a), 或者例如是周期轨线 （ b). 


对应于给定轨线 L 的解，如果对所有时间 t € (- oo ，+ oo ) 都有定义，我们就称 i 
是一 •整条轨线. 位于有界区域内的任何轨线都是整轨线. 

从运动学的观点，点称为代 表点， 而它的轨线则称 为相应运动. 此外，对任 
何异于平衡态的轨线，我们可以按时间 t 增加时点运动的方向引入运动的正方向•在 
这样的轨线上的每一点，这个方向是由相应的切向量所确定.为了强调这一点我们 
对所有轨线都标上箭头. 

连同系统（1.1.1)，考虑相应的“逆时间”系统 


x = — X [ x ). 


(1丄5) 


系统 （1.1.5) 的向量场是由 （1.1.1) 的向量场的每个切向量取反方向得到.容易看到， 
系统 （1.1.1) 的每一个解 : r = p ⑷ •应 于系统 (1.1.5) 的解 x = #(-0,反之亦然•显 
然，系统 （1.1.1) 和 (1.1.5) 有相同的相曲线，只要作时间变换 6 — -t 即可. 因此，从 
一个系统的时间定向轨线把箭头方向反向就得到另一个系统的相应轨线. 

接下来考虑系统 

x = X ( x ) f ( x ) 1 (1.1.6) 


其中 C r - 光滑函数 f ( x ) : D ^ R 1 在 D 中不为零.观察到系统 （1.1.1) 和 (1.1.6) 有相 
同的相曲线，仅仅时间参数化不同.此外，如果/ ㈤ 〉0,这两个系统的轨线有相同方 

= ip ( t - t 0 yX 0 )M (1.1.1) 在 f = 紿 时通过 X 0 的 

轨线，则沿着这条轨线由规则^ = …产‘ ——-或者 i = t 0 -^ ^ 如 


向，如果 /( x ) < 0则方向 相反. 如果3：= 

" f {^( t - t 0 i X 0 )) 或者 * _ <0 + Jt 0 f {( p(s - t 0 y Xo )) 
时间参数化给出 (1.1.6) 的轨线.我们称这类变换 为时间尺度化或时间 变换- 
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如果我们仅仅对系统 (1.1.1) 的轨线形式感兴趣，则不需要包含独立 变量* .这 
时可以考虑下面更对称的系统 


dx \ _ dX2 dx n 

例如，如果 x n 在某个子区域 Gen 内不为零， g 内轨线的形式可以由求解系统 


doCi 
在 工 n 




得到.这个方法特别对研究二维系统有效. 

一般地讲,并不是所有轨线都能够延拓到整个无穷区间 r = (- 00 , + oc ). 换句话 
说，并不是所有轨线都是整条轨线 J 平衡态和周期轨线是整条轨线的例子.从动力 
学观点来看，我们对整条轨线，或者至少对无穷时间区间的所有正数〖有定义的轨线 
特别有兴趣.理由是,尽管在有限时间区间内瞬变解显示的信息也重要，但是在自然 
科学和工程中观察到的最令人感兴趣的现象，是仅当时间 i 无限增加时才得到适当 
的解释的.解可以延拓到时间的无穷段的系统，按 Birkhoff 的命名称为动力系统.这 
个系统的抽象定义要考虑到它们的群性质，我们将在下一节叙述. 


1.2 动力 系统. 基本概念 


动力系统的定义要用到三个成分 .（1) 称为相空间的距离空间 (2) 时间变量 
t 、 它可以是连续的，即 t € IR 1 ， 或者是离散的，即 f e Z . (3) 发展规律，即将 Z ) 中任 
给的点: r 和任何 （ 映为唯一确定的状态 幽 x ) eD ， 它满足下面的群 性质： 

1. < p (0, x ) = x , 

2. < p ( t U ( p ( t 2 f x )) = ( p(ti - ht 2 i x ) 1 (1.2.1) 

3. ( p ( t 9 x ) 关于 ( t , x ) 连续. 

当 f 是连续情形时，上面的条件确定了连续动力系统，或者流.换句话说，流是 
相空间 D 的单参数同胚 2 群.固定: r 而让 Z 从 - oc 到 + OC 变化，如前我们得到称 
为相轨线的可定向曲线 . 3 相轨线的下面分类是自然的：平衡态，周期轨线和非闭轨 
线. 我们称 {x : 为正半轨线 ， {:r : 为负半轨线.观察非闭 

轨线的情形，轨线上的任何点将轨线分为两 部分： 正半轨线和负半轨线. 

当映射 ( p ( t , x ) 是微分同胚 4 时，流是光滑动力系统.这时赋予相空间 D 某个附 
加的光滑结构.相空间 D 通常可选为 R n ， 或者 M n - fc x T k , 这里妒可以是 fc 维环 

1 存在这样的系统，它的解在某个有限时间趋于无穷.这样的系统不是动力地定义的系统. 

2 即连续可逆的一对一的连续映射.从群性质 （1.2.1) 直接得到 〆 -<，•）是的逆. 

3 曲线的定向由运动方向所诱导. 

4 具有可微逆的一对一的可微映射. 


12 动力系统.基本概念 
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面 g 1 」 S】x ... x S' , 或者光滑曲面，或者 流形. 这允许我们在光滑流和它相应的向 
量场之间用度场 


X(x) 






dt 



( 1 . 2 . 2 ) 


建立某种 对应. 由定义可知，光滑流的轨线是系统± = X{x) 的轨线.本书将主要研 
究光滑动力系统的性质. 


为简单起见，离散动力系统通常就称为 级联. 一个级联具有下面值得注意的特 
性. 我们选择一个同胚 ^(1,^) 并用^⑻记之.显然 = #(： T )， 其中 


V ^ * 

t-1 次 

因此，为了定义级联只需指定同胚 ^: D ^ D . 

在离散动力系统中，序列 { x ,}^ 称 为点抑 的轨线，其中=利^).轨 
线可以分为三类： 


1•点 xo . 该点是同胚 iP ( x ) 的不动点，即它被 rp ( x ) 映为它自己. 

2. 环( X 。 ，… , Xfc - i ), 其中: r < = W ( x 。)， i = (0 ，… ，fc — 1) 和 x 0 = rp k { x 0 ), 此外，当 

i / j 时而 / 巧•数 fc 称为周期，每一点&称为周期为 Jfc 的周期点.显然，不动 
点是周期为1的周期点. 

3. 双向无穷轨线，即序列 { xfc } 士二，其中 fc — 土 oc ， 当 i # j 时％ 如同在流 

的情形，这时，我们称这类轨线为非闭轨线. 


当 机 X ) 是微分同胚时，级联是光滑动力系统.这类级联的例子出现在非自治周 


期系统 


x = X(x ， t) 


中，其中 X ( x , t ) 在 IfT x R 1 中对所有变量连续，对: r 光滑，关于 f 是周期为 T 的周 
期函数.假设系统有解，它可以在区间 to ^ t ^ to ^ r 上连续.给定解 a ; = ^( t , x 0 ), 
其中 ^(0, o ： o ) = xo , 我们可以定义从超平面 t = 0到超平面 i =： t 的映射 




(1.2.3) 


从 X{x,t) 的周期性得知，如果 （ t 2 - h ) 可被 t 除尽，则 （久， h) 和 (X,t 2 ) 必须恒同. 
因此， (1.2.3) 可视为微分同胚 R n . 5 
在进一步讨论之前，我们需要引人一些概念. 

~ 5 系统 ( 1 . 2 . 3 ) 可以写为自治系统 


x = X(x, 6) y 0= 1, 


其中0按 mod t 取. 
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集合乂称为关于动力系统是不变的，如果对任何 t 有4 ：= A ). 其中 ^ A ) 

表示集合 u ^ x ). 从这个定义得知，如果 xeA y 则轨线 ^ x ) 位于 A 中. 

x^A 

我们称点 a :。 为游荡点，如果存在 x G 的开邻域 [/( x 0 ) 和正数 T ， 使得 

U(xo)C] ( f(^ U(x o ))=^0 y 对 t>T. (1.2.4) 

应用变换 d ) 到 (1.2.4), 得到 

p (- t ， u ( x 。)) 门 c /( xo ) = 0 ,对《< r . 

W 此，游荡点的定义关于时间是反向对称的. 

我们用 W 表示游荡点集•集 W 是开的不变集.开性由 U ( xo ) 中的任何点包括 
^0都是游荡点这个事实得知 • VV 的不变性由下面事实得知，如果: T 0 是游荡点，则对 
任何 化， 点 ^( to , xo ) 也是游 荡点. 为了证明这个，选择 (p{t 0 ,U{x 0 )) 为点 冰 D . a ； o ) 的 
邻域.于是 


ip(t 0y U(x 0 )) fl (f(t, (p(to, U(x 0 ))) = 0, 对亡〉 r. 

因此，非游荡 点集人 1 = D \ W 是闭不 变集. 非游荡点集可以是空集.为了后面叙述的 
需要，考虑在相空间中由自治系统 

9 = 1 

定义的动力系统，其中 x = ( A ，…，〜).注意到 （1.2.4) 在这里成立，因为= Oo^-t 
关于*单调增加.因此，中的每一点都是游荡点. 

显然平衡态和周期轨线上的所有点都是非游荡点.当 t — 土 oc 时趋于平衡态和 
周期轨线的双向渐近轨线上的所有点都是非游荡点.这样的双向渐近轨线是非闭的， 
称为同宿轨线.在 Poisson -稳定轨线上的点也是非游荡点. 

定义 1.1 点邱称为正 Poisson 稳定，如果任给邻域 U ( x 0 ) 和任何 : T > 0,存 
在 t > T 使得 

C c /( x 0 ). (1.2.5) 

如果对任何 r > 0存在 t 使得 f < - r 且 (1.2.5) 成立，则点： To 称为负 Poisson - 稳 
定.如果一个点是既正又负 Poisson -稳定就称它为 Poisson - 稳定. 

如果点 a :。 是正 （负 ） Poisson - 稳定，则轨线上的任何点也是正 （负 ) 
Poisson -稳定.因此，我们可以引人尸 4 " - 轨线（正 Poisson - 稳定)，尸〜 - 轨线（负 
Poisson - 稳定）以及 P - 轨线 （Poisson - 稳定)•由 (1.2.5) 直接得知尸 +, 尸-与 

P -轨线由非游荡点组成. 

显然平衡态和周期轨线都是闭 P - 轨线. 



定理 l . 2 ( BirkhofF ) 6 如果 P +( P -, P )- 轨线是非闭的，则它的闭包 E 包含 
非闭 P - 轨线的连续统. 

我们选择正数序列 { T n }, 当 n — + 00 时 T n — + 00 . 由 - 轨线的定义得知， 
存在序列 { t n }， 当 n — + 00 时仏 J — + oc 使得 ( p ( t n , x 0 ) C U ( x 0 ). 在 jP -- 轨线情 
形类似论述也成立.由此得知 ， P - 轨线与吻的任何 e - 邻域 U E ( x 0 ) 相继交无穷多 
次 7 设选择{响}士二使得 t n ( e ) < t n ^( e ) 且让 ^ t n ( eUo ) C I / e ( x 0 ) •值 

〜⑷ = 亡 n + 1 ⑷- t n ( e ) 

称为 Poincare 回复时间. 对非闭尸-轨线可有两类本质不同的 情形： 

1. 对任何有限序列 { r n ( e )} 有界，即存在数 L { e \ 使得对任何 n 有 〜⑷ < L ( e ). 
故当 e — 0时 L ( e ) — > + 00 . 

2. 对任何充分小 e ， 序列 {r n (E)} 无界. 

在第一个情形 ， P - 轨线 称为回归的. 对这样的轨线，在它的闭包 E 中的一切轨 
线也是回归的，闭包本身是 极小集 . 8 回归轨线的主要性质是它回到点的 e - 邻 
域的时间不超过 L ( e ). 但是对周期轨线则相反，它的冋复时间是固定的，回归轨线的 
回复时间没有强制. 

在第二个情形 ， P 轨线的闭包 E 称为拟极 小集. 在该情形下， S 中始终存在另 
外的不变闭子集，它可以是平衡态、周期轨线或者不变环面等等.由于 P - 轨线可 
以仟意接近于这样的子集，因此 Poincare 回复时间可以任意大. 

所有轨线都是 Poisson 稳定的流的最简单例子是由方程 

XI = , 、 

( 1 . 2 . 6 ) 

^2 = 

定义的二维环面 T 2 上的拟周 期流， 其中&是无理数.这个流可以用定义在单位正 

U ；2 

方形上的流表示，只要将点 (^1,0) 与点 ( rci , l ) 以及（0,心）与（1,工2)等同，如图 1.2.1 
所示.在该情形下 ， E = T 2 是极小集，且流具有在环面上处处稠密的非闭轨线 . 9 当 
^是有理数时,在 T 2 上 (1.2.6) 的所有轨线都是周期轨线. 

< jJ 2 

设 /( xi , x 2 ) 是定义在环面 T 2 上的函数，即 f(xi + 1 ， X2 + 1 ) = f{xi + l , x 2 ) = 
f ( x ly x 2 ), 假设 / 仅在一点 ( x ?, x §) 光滑且等于零.则由系统 

土 1 = 工2)， 

土2 = ^2/2(怎1，工2)， 

~ 6 见1141中的证明. 

7 在流的情形，尸-轨线穿过 U e ( xo ) 的经历时间集由无穷多个时间区间 In ( e ) 组成，其中 tn ⑷ 
选择为 In ( 6 ) 中的一个值. 

8 —个集合称为极小，如果它非空、不变、闭且不包含具有这三个性质的真子集. 

9 这种轨线称为拟周期轨线. 


第 1 章基本概念 



图1. 2 .1环面上的流可表示为单位正方形上 的流. 所有平行的轨线的斜率等于 u ^/ un . 将正方形 
的对边黏合就得到二维环面. 

在 T 2 上定义的流是拟极 小的. 在这种情形下 S 也与 T 2 重合.但是，5：包含不变子 
集，即点 ( x 0 u x q 2 ). 在这个环面上流的所有轨线都是 Poisson 稳定轨线，除了两条轨 
线： 它们分别是当 * — + oo 时趋于 ( x ?, x §), 另一条则是当 * — - oc 时趋于它的轨 
线.我们将在高维自治系统中遇到拟极小集的其它例子. 

下面我们引入吸引子的概念. 

定义 I . 2 吸引子4是一个闭不变集，它具有邻域（吸引区域) f / ⑶，使得 f / (乂) 
中任何点 a : 的轨线 ^ x ) 满足条件 


x ) y A ) 0,当 t — +oo 


(1.2.7) 


其巾 


p { x , A ) = inf ||x ~ x 0 ||. 

x 0 £A 

最简单的吸引子例子是稳定平衡态、稳定周期轨线以及包含拟周期轨线的稳定 
不变环面. 

吸引子的这个定义并不排除还存在其它吸引子的可能性.我们可以用拟极小条 
件对吸引子的概念加予合理的限制.存在满足这种条件的各种各样的吸引子，但其 
中特别令人感兴趣的是 奇怪吸引子， 它们是只包含不稳定轨线的不变闭集. 

为结束本节，我们指出，也存在这样的系统，其中 《 e 这里表示非负半 
直线，或者 t e Z +, 这里 Z + 表示非负整数集.在前一个情形，动力系统是由半流（半 
群）定义，后一个情形由不可逆映射定义. 

1.3 动力系统的定性积分 

任何一个具有动力学性态的现象的研究通常是由构造形如 (1.2.1) 的相应的数 







13 动力系统的定性积分 


学模型 开始. 对具有明显形式的模型，由于初始数据定义了 (1.2.1) 的唯一解，这允 
许我们在时间《变化时可追随状态的发展 • 为了对模型进行完全的研究，我们必须寻 
找这个解，$是“积分”原始系统.“积分 系统” 意味着求得它的解的解析表达式.但 
是，这个目标仅仅对非常小的一类动力系统才能够 达到； 也就是说，只有线性常系数 
系统和某些非常特殊的系统才可能为求积分形式.此外，即使解由解析形式给出，定 
义解的分量函数也许很复杂，因此直接分析实际上变得不大可能.除此以外，寻找解 
的解析形式问题不是非线性动力学的主要目的 • 我们主要是考虑它的“定性性 质”， 
诸如平衡态的数目，稳定性，周期轨线的存在 性等. 因此，按照 Poincare 的方法，不 
直接求微分方程的积分，转而从这些方程本身 10 出发，寻求与由其确定的函数的特 
性和形式相关的 信息. 更特殊地，我们通过相轨线的几何表示来刻画这些函数的重 
要定性特征.这就是为什么我们把这个方法称为“定性积 分”. 

定性研究的第一步是确定具有不同性态和“形式”的轨线的所有类型.第二步 
是对每一类定性类似的轨线给予 描述. 为了达到完全的描述，必须确定某些更本质 
或者更“特殊”的轨线.但是这里我们又回到了一个艰难的 问题： 为了刻画用轨线将 
相空间分划的定性结构，必须寻找什么样的轨线性质？ 

第一步 简单. 事实上，可重述如下：必须 寻找当 f — +oc — - oo ) 时轨线趋向 
何处.这里必须假设当 t 0 ) 时由 z = 定义的轨线1停留在相空间的 
某个有界区 域内. 在这研究中下面的概念是基本的. 


定义 1.3 点 f 称为轨线 L 的 u ;- 极限点，如果对某个序列 {4}, 其中 fc — oc 
时4 — + oo , 有 


lim ( f ( t k ) = x *. 

k—oc 


类似地，如果当 fc — 0 C 时 U — -00,可定义 a - 极限点.我们用 W 表示轨 
线 L 的所有 U ；- 极限点的集合， ^ A L iE a - 极限点集.注意到，平衡态是它自己 
的唯一极限点•在1是周期轨线时，它上面的所有点都是 a - 极限点和 u ; _极限点, 
即 i = A l . 在 L 是非闭 Poisson -稳定轨线时，集合 fU 和七 与轨线的闭 
包 Z 重合.集合 Z 或者是极小集（如果 L 是回归轨线)，或者是拟极小集，如果 L 的 
Poincare 回复时间是无界的.所有的平衡态、周期轨线以及 Poisson -稳定轨线都称 
为自极限轨线. 

在二维动力系统中，当 t — 土 oc 时所有轨线若保持在平面的有界区域内，这 
时的集和的结构已经比较完全地得到了研究.在这种情形下， PoincaM 和 
Bendixson [13] 证明了集合只可能是下面三个拓扑类型 之一： 

I . 平衡态. 

II . 周期轨线. 

III . 由平衡态和当 t — ± oc 时趋于这些平衡态的连接轨线组成的环. 


10 


“Analyse des travans de Henri Poincar^ faite par lui-mema 51 [54]. 
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阁1. 3 .1 在⑷和 （ C ) 中的两个 w - 极限同宿环.在 （ b ) 中由两条从一个平衡态到另一个平衡态 
的轨线所组成的 a ；- 极限异宿环的例子. 

图 1.3.1 显示了第 III 类极限集的例子，其中平衡态记为 O . 用上面的一般分类 
我们可以列举平面系统正半轨线的所有类型. • 

1. 平衡态； 

2. 周期轨线； 

3. 趋于平衡态的半轨线； 

4. 趋于周期轨线的半 轨线； 

5. 趋于第 III 类极限集的半轨线. 

类似的情况出现在负半轨线情形.在二维情形的周期轨线中有类特殊角色，它们是 
周期轨线内邻域或外邻域内非闭轨线的 u ;- 极限集或者 a - 极限集，如图 1.3.2 所 
示.这样的周期轨线称为二维系统理论中的极限环. 

在高维情形对应的情况比较复杂.这时除了平衡态和周期轨线，极限集可以是 
极小集，或者是不同拓扑类型的拟极小集，例如光滑或非光滑流形形式的奇怪吸引 
子，或者某些分形集，其局部结构可表示为圆盘和 Cantor 集甚至更奇怪的集合的直 
积. 

现在我们转到考虑对整条轨线的研究问题.事实上，刻画动力系统意味着将相 
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阁 1.3.2 (a)a;- 极限环 • （ b) 极限环，它是其邻域内非闭轨线的 u; - 极限集和 a - 极限集. 

空间拓扑地（或者定性地）划分为不同拓扑类型轨线的存在性区域.通常将这个问题 
称为“构造相图”.由此引出一个 问题： 什么时候两个相图类似？借助于动力系统定 
性理论，我们可以通过引入拓扑等价性概念来回答这个问题. 

定义 1.4 两个系统称为是拓扑等价的，如果存在这两个相空间之间的同胚，将 
一个系统的轨线映为第二个系统的轨线 . 11 

由这个定义得知，如果两个系统拓扑等价，那么一个系统的平衡态、周期轨线和 
非闭轨线分別映为另一个系统的平衡态、周期轨线和非闭轨线.两个系统在相空间 
的某个子区域内的拓扑等价性以类似方法定义.后者通常被用来研究局部问题，例 
如在平衡态邻域内或者周期轨线或同宿轨线附近的问题.两个动力系统拓扑等价性 
的定义给出了相空间划分为不同拓扑类型的轨线的存在性区域的定性结构的间接定 
义.这样的结构必须关于相空间所有可能的同胚是不变的. 

设 G 是相空间的有界子区域，令丑=是定义在 G 上的同胚集.我们可以 
引入距离 如下： 

dist(/ii ， /i2) = sup ||/iix — h2x\\. 

x^G 

定义 1.5 称轨线 L (L G G) 为特殊的，如果对充分小的 e > O y 对所有满足 
dist (/ ii , I) < e 的同胚心，满足条件 


h/%L —■ 


其中/是恒同同胚. 

显然所有的平衡态和周期轨线都是特殊轨线.非闭轨线也可以是特殊轨线，例如 
二维系统中当《 — + oc 和£ — — OC 时都趋于鞍点平衡态的轨线.由于这样的轨线将 
平面分成某些区域，故称它们为分界线（分界线的例子见图 1.3.1). 类似地，可以引 
入特殊半轨线的定义. 


11 详细见 2.5 节. 
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定义 I . 6 两条轨线 A 和 l 2 称为等价的，如果给定 e > 0,存在同胚心， 
九2, … , ^ m ( e ) 使得 

^2 = ⑷…打1厶1， 

其中 dist (/ ijfc , I ) <e (fc = 1,2,…， m ⑷) • 

我们称每个等价轨线集为胞腔.注意在一个胞腔中的所有轨线都有相同的拓扑 

类型. 特别地，如果胞腔由非闭轨线组成，则它们都具有相同的 u ；- 极限集和相同的 
a -极限集. 

特殊轨线与胞腔对二维系统尤其 重要. 对于此情形，我们可以从每个胞腔选择单 
条轨线来指定某个集合 S (由定义所有特殊轨线属于^).我们称这个集 S 为概形 . 12 
假设 S 是由有限多条轨线所组成 . 13 


定理 1.3 概形是完全拓扑不变量. 


这条定理以及它的证明一起占据了由 Andronov , Leontovich , Gordon 和 Maier 
写的《平面动力系统理论》[ 6 ]—书的重要 部分. 这个理论不仅为二维系统振动理论 
提供了数学基础，而且也给具体系统的研究开了处方.特别地,研究过程是按下面的 
次序 进行： 首先将平衡态分类，然后是所有的特殊轨线，例如趋于鞍点的分界线以及 


当 


+ oo 或者 f 


特殊轨线整个汇合在一起 


确定了被称为框架的示意图，它允许我们把相空间划分为胞腔，并对每个胞腔内轨 
线的性态进行研究. 


遗憾的是，在研究髙维系统时这个方法没有作用.三维系统中的特殊轨线已经 
可以有无穷多，甚至可以组成一个连续统.这同样也适用于胞腔的情况.因此，这时 
寻找完全拓扑不变量的问题看起来很不现实.这就是我们为什么甘心接受基于仅适 
用于某些情形的某些拓扑不变量的相对不完全分类概念的理由.尽管如此，研究具 
体的高维系统的基本方法仍与二维情形 相同； 即从确定平衡态和周期轨线开始.我 
们将分别在第2章和第3章考虑这个“广泛”的局部理论. 


12 集合 S 可考虑为关于上面等价关系的因子系统. 

13 5的有限性条件相当一般，它对一大类平面系统成立. 
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2.1 平衡态概念.线性化系统 

考虑微分方程系统 

x = X ( x ), (2.1.1) 

其中 a : e R n ， X 是某区域 DcR n 内的光滑 函数. 

定义 2 .1 系统 （2.1.1) 的轨线: r ( t ) 称为平衡态，如果它与时间无关，即 x ⑴三 
xo — 常数. 

由定义得知平衡态的坐标是系统 


X { x 0 ) =0 (2.1.2) 

的解 • 如果 Jacobi 矩阵 dX / dx 在点 x 0 处非奇异，则由隐函数定理 ，在: r 0 附近不存 
在方程 （ 2.1.2) 的其它解.这意味着这个平衡态是孤立的.但是，即使 Jacobi 矩阵奇 
异，平衡态通常也是孤立的（除非右端 X ( x ) 是非常特殊的类型).因此，对一般情形, 
系统 （ 2.1.1) 在的任何有界子区域内只有有限个平衡态.此外，当 (2.1.1) 的右端 
是多项式时，存在标准的代数方法估计平衡态的个数. 

从数值模拟的观点来看，当^比较小时，确定系统 （2.1.2) 在 t 的任何有界子 
区域内的所有孤立解（或者等价地， (2.1.1) 所有的驻定态）相对来说比较简单.但是， 
高维系统平衡态的个数可能非常大，从而找全它们比较困难. 

系统 （2.1.1) 在平衡态附近的研究是基于标准的线性化方法. 

设点 O (x = re 。） 是系统 （ 2 .1.1) 的 一 ^个平衡态 • 变换 


x = xo-^-y 


(2.1.3) 


.14 • 
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将原点移到 o . 对新变量这个系统可以写为 


或者由在 


y = +y )， 

工 0 附近的 Taylor 展开，我们有 

V =义(工 0 ) + dX J X °) y + o ( y ) 


dx 


由于 X ( x Q ) = 0, 系统 (2.1.5) 变成 


Ay - g ( y ), 


其中 


A 


dX ( xp ) 

dx 


4 是 （n x n ) 〜常数矩阵 , Wi /) 满足条件 


_寻 0 . 


(2.1.4) 


(2.1.5) 


( 2 . 1 . 6 ) 


(2.1.7) 


对一般情形， (2.1.6) 中的最后一项是关于第一项的高阶小项（按通常的范数). 
显然，系统 （2.1.6) 在原点的小邻域内的轨线性态主要是由线性化系统 


y = Ay 


( 2 . 1 . 8 ) 


确定. 

线性系统的研究是19世纪和20世纪初研究非保守动力学的主要范例.这类系 
统的主要来源是自动控制理论，特别是蒸汽机的控制理论.在那个时期线性动力学的 
中心问题是寻找驻定态稳定性的最有效准则/ 

平衡态的稳定性由 Jacobi 矩阵 A 的特征值⑻，…， A n )， 即由特征方程 

det | 豸一入 =0 (2.1.9) 

的根确定，其中/是恒同矩阵.特征方程的根也称为平衡态的特征指数.当平衡态 
的所有特征指数位于复平面的左半平面 （ LHP ) 时，平衡态稳定.此外，这时的平衡 
态的任何偏离以正比于 Re A , (i = 1, …， n ) 的衰减阻尼指数衰减.因此，构造既简 
单又有效的平衡态稳定性准则的主要问题是,寻找由矩阵 A 的元素构成的某些明确 
条件，使得不用求解特征方程就能确定它的所有特征值什么时候位于开的 LHP 内. 

这里，我们叙述一个最通用的叫 Routh - Hurwitz 准则的算法.设 （ ao , …， 〜）是 
多项式 det | A 7- A |. 


dGt JA/ 一 v4| = Q>0^ n "I" fli A n i . 十 fln 

~ 1 研究非线性非保守系统的必要性,最先仅在20世纪前期在真空管振子的持续振荡现象的研 
究中显示. 


2.2 二维和三维线性系统的定性研究 
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的系数.我们构造 (n x n )- 矩阵: 


cii 

ClQ 



0 

0 


^3 

0-2 

ai 

do 

镛 

o 

0 


汉 5 

CL 4 

^3 

d 2 

m 

0 

0 


0 0 
0 0 
0 0 
0 0 


这 n-1 0 

邙 n — 2 


( 2 . 1 . 10 ) 


并求子式 Ai = = a x a 2 - a 0 a 3j ■ • • , A n = det A . 其中是这样的矩阵的行 

列式，它的元素是矩阵 A 前 i 行和前 i 列的交. 


Routh-Hurwitz 准则.所有的特征指数具有负实部，当且仅当每个都是正 
的 • 


非线性系统在平衡态附近的性质与相应的线性化系统在平衡态附近的性质之间 
对应这 一 数学问题，首先是在 PoincanS 和 Lyapunov 的文章中提出来的.这个问题 
在相当范围内现在已经被解决.下面几节我们将详细研究并阐述非线性系统在它的 
结构稳定（等价于粗）平衡态，即它的特征指数没有零实部的平衡态的邻域内的轨 
线性态.我们注意，下面的叙述不同于在通常意义下的处理，即我们将集中那些对研 
究包括鞍点平衡态的奇怪吸引子，例如， Lorenz 吸引子，螺旋吸引子， Chua 电路中的 
双涡形管吸引子等所需要的系统特性. 


2.2 二维和三维线性系统的定性研究 


在这一节和下面两节我们研究线性化系统的解的性态.此外，将仅限制考虑结 
构稳定平衡态. 

我们从 n = 2和 n = 3的低维情形开始. 

当 n = 2时，假设系统的一般形 式是： 

x = a llX + a l2 y, ( 2 . 2 . 1 ) 

y = CL21X 4- a 2 22/. 

对应的特征方程是 

A 2 — (an - f - a 22 )A + ( ana 22 ~ Q - i 2 a 2 i ) = 0* (2.2.2) 


它的根是 


Al ,2 = 


_ Qll + 0>22 _ 

2 土 4- a 22) 2 /4 - { a [\0.22 — ^12^2 j ) 
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二维系统基本平衡态的名字是由 Poincare 第一次给出的.它们依赖于特征指数 
义1，2的值如下： 

1. M 和 A 2 都是负 实数: Ai < 0和 A 2 < 0. 这样的平衡态 O 称为稳定结点•当 
Ai ^ A 2 时系统 (2.2.1) 经变量的非奇异线性变换可化为 


卜入1《， 

V =入27/， 


(2.2.3) 


其中⑽和抑）分别是相点 ( x ( t ), y ( t )) 在对应于矩阵 au ai2 的特征值入工 

\^21 ^22 / 

和心的特征向量上的投影 • 系统（ 2 . 2 .3)的通解是 

C = e Alt eo , r /^ e A 2< 7/ o . (2.2.4) 

由于 Ai ， 2 都是负的，所有轨线当〖 —+ oo 时都被吸向原点.此外，每一条趋于 
原点 O 的轨线都切于 f 轴或者7/轴.为了验证这一点，我们考察系统 （2.2.3) 的 
轨线方程 

V^o = Cvoi (2.2.5) 

其中 = [ X 2\/\ Xil 为确定起见，设 | A 2 | 大于 |々| .则1/ > 1,由 （2.2.5)， 除了两 
条位于 V 轴上的轨线，所有趋于 O 的轨线都切于《轴，见图 2.2.1. 《轴和7/轴 
分别称为主方向和非主方向. 



图 2.2.1 稳定结点.双箭头表示与 r ? 轴重合的强稳定（非主）方向. 

当 Ai = A 2 = -A < 0 时，系统 （2.2.1) 可以写为下面两个形式 之一: 


€ = 一 +仏 
T) = —Xf] 


( 2 . 2 . 6 ) 



(非平凡 Jordan 块)，或者 
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系统 (2.2.6) 的通解是 



C + te ~ M r } 0 , rj = ^ Xt Vo - 


(2.2.7) 


( 2 . 2 . 8 ) 


系统 (2.2.7) 的通解是 

^ = e^ Xt ^Oy V = ^ Xt Vo - (2.2.9) 

图 2 . 2.2 显示第一个情形的相图.所有趋于0的轨线切于唯一的特征向量，即 
^轴.在第二个情形中，任何轨线沿着它自己的如图 2.2.3 所示的特征方向趋于 
0. 这样的结点称为临界节点. 



图 2.2.2 另一个稳定结点.每一条轨线仅沿着$轴这个主方向进人原点. 


2. 一 * 对共辄复根: Ai ，2 = -p 士 /9 > 0, a ; > 0. 在这一情形下平衡态0称为稳定 
焦点.由坐标的非奇异线性变换，系统 （2.2.1) 可以变换成 


《= 一成一叫 
7] = ^- pr ]. 


( 2 . 2 . 10 ) 


在极坐标《= rcos ( p , V ~ rsinp 下， (2.2.10) 可以写为 



( 2 . 2 . 11 ) 


系统 (2.2.11) 的通解是 


r ( t ) = e ^ pt ro , 

^p(t) = ipo y 


( 2 . 2 . 12 ) 
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图 2.2.3 临界结点.每一条轨线沿着它自己的方向趋于 O . 


或者，回到直角坐标，得 

⑼ = e 一 〆 (Co cos(ut) - 7]q sin(o;t)), 

(2.2.13) 

r ]( t ) = e~ pt (^o sin ( c ^) + ”o co 8 ( ut )). 

其相图如图 2.2.4 所示.任何轨线（除了 0) 当 f — +oo 时都“逆时针方向”盘 


旋趋于原点 0. 



3. A : 和 A 2 是实数但 反号 ： Ax = 7 > 0, A 2 = -A < 0. 这样的平衡点称为鞍点.变 
量的线性变换将系统 (2.2.1) 化为形式 


4 = 7C ， 

rj = 一入 r /. 


(2.2.14) 
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系统 （2.2.14) 的通解是 




《=V = e _ At r / 0 . 

(2.2.15) 

对应的轨线方程是 




vC = 

(2.2.16) 


其中 p = A /7. 在鞍点附近相空间的相图（或者就称“相空间”）如图 2.2.5 所 
示.存在四条称为分界线的例外轨线，两条稳定，两条不稳定，当 t — + oc 和 
t — - oc 时它们分别趋于鞍点 0. 其它所有轨线都离开鞍点.这对稳定分界线 
连同鞍点 O —起组成鞍点的稳定不变子空间 （ ry 轴).不稳定分界线和鞍点0 
组成鞍点的不稳定不变子空间 K 轴). 



4. 两个特征指数的实部都是正的情况可以用时间变换 t 简单地化为上面的 
情形 （1) 和 （2), 因此相应的相图中的箭头方向是相反的.当特征指数是实数 
时，相应的平衡态称为不稳定结点.在复特征指数的情形称它为不稳定焦点（见 
图 2.2.6 和图 2.2.7) 

5. 现在让我们考虑三维系统的平衡态.首先考虑特征指数\ = 1,2,3) 是实数 

且 A 3 < A 2 < At < 0的情形.于是，相应的三维系统可化为形式 

x = Aix, y = 入 22 /， i = A 3 之 . (2.2.17) 

它的通解是 

x = e Xlt xo , y = e X 2 t y 0i z = e X 3 t zo , (2.2.18) 

由于所有的 \ 都是负的，点 0 是稳定平衡态，即所有轨线当 t — + OC 时趋于 
O . 此外，不在非主平面 ( y . z ) 上的所有轨线沿着与 x 轴重合的主方向趋于0, 
见图 2 . 2 . 8 . 这样的平衡态称为稳定结点. 
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图 2 . 2.6 不稳定结点.从图 2 . 2.1 改变时间方向得到此图 



图 2.2.7 不稳定焦点.平面上“顺时针”向外盘旋的轨线. 





e si 


1.2.8 R 3 中的稳定结点.较少箭头的代表压缩率较弱.主子空间是一维的，二维子空间 
是非主子空间. 
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现在考虑特征指数中有一对共轭复数 A 2 , 3 = -p 土。的情形•系统 

x = \ ix , y — —py — ijz , z = uy — pz (2.2.19) 

的平衡态 O 在 -p < \ < 0 时，称为稳定结点 • 通解具有形式 

工⑴ = e Xlt x Qi 

2/(0 = e~ pt {yo cos ( ut ) - z 0 sin ( cjt )), (2.2.20) 

刪 = e ’#( 2 / 0 sin ( o ; t ) + z 0 cos ( ut )). 

(见 (2.2.13)). 这个系统的相图如图 2.2.9 所示.从 （2.2.20) 得 

Vy 2 ( t )^ z ^( t ) = e ^ yjyl^zl 
此外，对于初始点不在非主平面 { y , z ) 内的任何轨线，我们有 

WW + : 2 ⑷= C \ x { t )\ u , (2.2.21) 

其中 " = C = yMT ^/\ x 0 \ r 由于 z / > 1,所有这些轨线沿着主 : r - 轴趋 
于 o . 1 



图 2.2.9 K 3 中另一类可能的稳定结点. M 然点 O 是 f ， 上的稳定焦点， 所有不在 £：〃 上的轨线 
沿着一维主子空间趋向 O . 

6. 当々< -p < 0时系统 (2.2.19) 的平衡态称为稳定焦点.但是由于1/ < 1时关 
系式 (2.2.21) 仍成立，故对 C / 0 (即初始点不在: r 轴上）时的所有轨线趋于 O 
时与（2/，匀 - 平面相切，如图 2.2.10 所示.在这种情形下，分别称 re - 轴为非主 
方向， （ y ，* 2 )- 平面为主平面. 



• 22 • 


第 2 章动力系统的结构稳定平衡态 



图 2.2.10 R 3 中的稳定焦点.与图 2.2.9 相反，所有不在一维子空间的轨线趋于 O 时与二维 
主子空间相切. 

7. 当所有特征指数位于虚轴的右边时（即在右半开平面 （ RHP ))， 利用时间反向 
t — — t ， 就把问题化为上面我们已经考虑过的情形.这里所有的轨线当 t — -00 
时趋于平衡态.如前，存在两类平 衡态： 若最靠近虚轴的特征指数是实数，则称 
为不稳定 结点； 若最靠近虚轴的特征指数是由一对共轭复数所组成，则称为不 
稳定焦点.对应的相图类似于图 2.2.8 —图 2.2.10,但箭头方向相反. 

8. 若特征指数在虚轴的左右两边都存在，则平衡态或者是鞍点或者是鞍-焦点 
(这个名字也是 Poincare 给的)，见图 2.2.11—02.2.14. 



图 2.2.11 具有二维稳定子空间 P 和一维不稳定子空间的鞍点 O . 
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图 2.2.13 鞍-焦点 (2,1). 它有二维稳定子空间 P 和一维不稳定子空间 

我们在 (2.2.17) 中假设 Ai >0以及 X s <0 {s = 2,3). 于是系统 （2.2.17) 的 
平衡态是鞍点，见图 2.2.11. 通解也由 (2.2.18) 给出.由于乂 > 0, A 2 < 0, A 3 < 0, 
当 t — + oo 时， y 坐标和 2 坐标都指数式衰减到零，而: r 坐标趋于无穷.另一方 
面，当 t — - OC 时: r 坐标减少到零.因此，整个位于稳定子空间 P : x = 0内的 
所有轨线，当《 —+ oo 时都趋于鞍点(9,而位于不稳定子空间 £-：(y = 0 ,z = 0) 
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内的所有轨线，当 t — _ oo 时趋于鞍点•在以外的轨线经过鞍点附近 
后而远离鞍点. 

系统 (2.2.19) 在鞍-焦点附近的轨线具有类似的性态.现在， Ai > 0 以及 
A 2 , 3 = - p 士其中 p > 0. 唯一的区别是在鞍点的情形，点 O 是稳定子空间上 
的结点，而在鞍-焦点的情形，它是稳定子空间上的稳定焦点. 

对于 A : < 0, Re A 2 >0 ,Re A 3 > 0 的情形，可改变时间变量 f 而化 
为前面两个情形，见图 2.2.12 和图 2.2.14. 

2.3 高维线性系统.不变子空间 

考虑系统 

y = Ay, 

其中 yew 1 . 通解是 

y { t ) = e At y 0 . 

回忆矩阵 S 的指数#是由矩阵级数 


(2.3.1) 

(2.3.2) 


B + B 2 /2 + . • • + B k / k \ -f ..., 


的和定义的，这里以及下面的/表示恒同矩阵.因此系统 （2.3.1) 的通解可以写为 

y { t ) = (/ -f ^ + A 2 t 2 /2 + • • • + A k t k / k \ + … ） y 0 . (2.3.3) 
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级数 (2.3.3) 对任何 f 的收敛性是显然的，因为 \\ A k t k / k \\\ 不大于而后 
者当 k — oo 时迅速衰减.为了验证 (2.3.3) 是通解，我们应该注意，由 （2.3.3) 得 


以及 


2 /( 0 ) = yo 


2/(0 = (>i 4- A 2 t + . • • + A k t k ~ 1 / [k — 1)! -f- • * • )yo 

— 义 (/ + + i4 2 t 2 /2 + • •. + — 1)! + ... ) 2 /o = Ay(t). 

我们来详细阐述表达式 (2.3.2). 如果矩阵 A 的所有特征值是相异实数，那么可以选 
择特征基作为坐标标架，使得矩阵>1变成对角矩阵，即 


(Ai 0 〉 

心 A2 • ， 

\° 

这里，在不至于混淆的情况下，我们使用同一个符号 Z 表示原矩阵在新基下的对角 
矩阵.在这个基下有 

f Af 0 〉 

心义 ， 

0 \ 


、0 e Xrit J 

由此，如果我们用 ( yir -. Vn ) 表示向量 2/6 R - 在给定基下的分量，那么系统的解 
可以重写为 

Va { t ) = e Xst y a0 (5 = l ，...， n ). (2.3.4) 


0 


因此， 


/ e Ait 


e 


At 


e 


A2 1 


如前，如果所有的特征值（我们也称它们为特征指数）相异，但它们中有些是复数，则 
存在一组基，在此基下^取分块对 角形： 


( A l 0 \ 

义2 


(2.3.5) 
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其中每一块馬对应于一个实特征值或者一对共轭的复特征值（回忆若>1是实矩阵, 
则任何复特征值\的复共轭也是特征 值). 如果 A , 是实数，那么它的对应块是 
(1 x 1) 矩阵 


Aj = (Aj). 


(2.3.6) 


如果 A = p + io ; 和 A * = p - io ; 是一对共轭的复特征值，那么对应的块是 （2 x 2) 矩 
阵： 




P 一 


：) 


Re A — Im A 
Im A Re A 


在这一组基下 


A \ 


A k 


A k 2 


(2.3.7) 




此外，对复数 A 我们有 




Re { X k ) - Im ( A fc ) 
Im ( A fc ) Re ( A /c ) 


因此，我们得到 


Ait 


Ait 


e At 


其中 


e Ajt = 


{对 Aj = ( A ), 

Ree At — Im e M 
Ime M Rc e M 


e pt 


cos ( uJt ) — sin ( o ; t ) 
sin ( u ^) cos ( o ^) 


对 4 


—uj 


由此，对实数心，通解 (2.3.2) 有形式 


Vs { t ) 



(2.3.8) 


对复数 = A : +1 = p + iu ， 有 


y s ( t ) = e pt ( y 30 cos ( uft ) - y s + i 9 o sin { ut )), 
y ^ i { t ) = e pt { y 3 o sin ( u ; t ) + w + i ， ocos ( o ；0). 


(2.3.9) 

(2.3.10) 
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* 

如果 4 有某些重特征值，我们可以作线性变换使得在一组 Jordan 基下 A 变成 
分块对角矩阵.对应于单特征值的上述块保持不变，但对每个重实特征值 A ， 对应 
的块是形如 



(2.3.11) 


的 （fc x A :)- 矩阵，其中&是0或 1. 对每一对 A : 重共扼复特征值，对应的块是形如 



(2.3.12) 


的 （ 2 fc x 闲 - 矩阵，其中矩阵八由 (2.3.7) 给出， J 是 （2 x 2) 恒同矩阵， 5, •是 0 或 
1. 此时 2/(0 也可以从公式 (2.3.3) 容易地得到.对应于单个特征值的％坐标，公式 
(2.3.8), (2.3.9) 和 (2.3.10) 保持 不变. 

对应于 fc 重实特征值 A 的坐标 （的 +1 ，…， 讲#)， 在完全 Jordan 块 （EP (2.3.11) 
中的所有5都等于 1) 情形，下面的公式成立： 



或者等价地， 


(J/i+iW ， …, yi+k(t)) = e xt (yi + i i o 1 - - - ， yi+k 、 o)e Jk \ 


(2.3.14) 
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其中 Jfc 表示 （ A ： X fc ) 矩阵 



(这是 （2.3.11) 的非对角部分的转置). 

在完全 Jordan 块情形，对应于 fc 重的一对复共辄特征值的坐标（讲 +1 ，…， y ㈣ )， 
我们有 


k 


Vi^2j-i(t) = e pt ^2 (y<+2 ， -i，o COS ㈣ 一 j/i+2a，o sin(u;t))t s ~ j /(s - j)\ 

k 

Vi+ 2 j(t) = e pt ^2 (y<+ 2 «-i ，0 sin(u^) + yi+ 2 s，o cos{u;t))t 8 ~ j /(s - j)\ 


(2.3.15) 


或者等价地 


( … 2/i+2A: - 1(0) = e M ( 2A+1，0 

\2/t+2(0 … Vi+2k(t) ) \J/t+2,0 


J/t+2A:-l,0 \ ^j kt 

yi +2 k ，0 


(2.3.16) 


其中 A 是矩阵 (2.3.7), J k ^ (2.3.14) 中的相同. 

如果 A 是实数且 Jordan 块是不完全的，即 （2.3.11) 中有些勺为零，那么对应于 
A 的块可以划分为下面两个子块 


' A S x 

0 

1 


■ 

入 

• 

• 

1 




■•- ^-1 

) 

0 


0 

A 

I 

A 

心 +i 

0 


0 

1 

A 

_ 

拳 

9 



1 


•• Sk 

_ 


1 


X 

錢 


即一个指数分幵建立各个子块.对具有不完全 Jordan 块的每个 A : 重复特征值 A 可 
类似地进行计算. 

现在我们证明下面的引理，它给出矩阵指数范数的标准估计.这个估计在我们 
的这本书中将经常用到. 
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引理 2 .1 对任给的小 e > 0,在『中可选择一组适当的基，使得线性系统 


V - Ay 

的解 2 /W = e At y 0 满足下面的不 等式： 


其中\ (% = \ 1 


112/(011 ^ 11^11112/011 < e (maxR ^‘ + ，| yo |l 

对 


(2.3.17) 

\\ y ( t )\\ > m" > e( minReA ‘_ e )% 0 " 

对 

0 0, 

(2.3.18) 

\\ y ( t )\\ < 11#11"2/。11 <e( minReA r， 2/0 || 

对 


(2.3.19) 

Wvm > ||e- ， - 1 ||y 0 || > e( m - ReA "—I 

对 


(2.3.20) 

•…， n) 是矩阵 j 的特征指数，范数 || . || 取向量 

的 Euclid 范 


数\/沒？ +…十 


证明四个不等式的证明类似，故我们就考虑第一个 倩形. 为了在所有特征指 
数都是单的情况下证明 (2.3.17), 选择基使得等式（2.3.8)， （2.3.9) 和 （2.3.10) 成立，由 
此立即得 （2.3.17). 

对于重特征指数的情形，经选择 Jordan 基以后， y ⑺的公式（见 （2.3.13) 和 
(2.3.15)) 有幂因子0，它给出了 y ⑷的范数的以下 估计： 

||y(t)Ke m -^^^bo||Q(|t[), 


其中 g 是次数小于特征指数的最大重数的多项式.因为对任何小 e > 0,存在某个 
C{e) 使得 

Q{\t\) < ㈣ ， 


由此得估计 


||2/⑷ 11 彡 Ce (腿 " Re 入‘ + 印112/ 0 || 对 t ^ O . 


为了使 C 等于1，我们指出，可以选择 Jordan 基，使得 （2.3.11) 和 （2.3.12) 中非 
零&的值等于给定的任意小的&为此，代替对应于实特征值的 Jordan 块 (2.3.11) 
的坐标 

(l/i+ir - - ，2/i+fc)， 

必须选择坐标 

\ 6 k-l ， ，…，队 +fc J • 

类似地，对复特征值（见公式 （2.3.12))， 我们必须用坐标 


(勞:，舞■，繁 I ， 擊 ! ， ••• ， yi+2k-l ， yi+2k 
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代替 

(2/ i 十1， ， • • ，讲十 2 fc ). 

在这个基下，因子出现在公式 （ 2 . 3 .1 3 ) 和 （ 2 .3.1 5 ) 中的之前，或等价地，系 
数 e 出现在 （ 2 . 3 .1 4 ) 和 （ 2 .3.1 G ) 中的 前面. 因此,我们得到下面的 对⑽） 的估计 

\\y(t)\\ ^ e m ”|| 妁 "in (2.3.21) 

由于 || All < 1，下面的估计 成立: 

\ W €kt II < (1 + ㈡ 轉十 e 2 \\ J k \\ 2 ^ + • • • + e m || Ar ^ + …） 

^ m ! 

= e ff||Jfc||£ ^ e £t , 

由此从 （2.3.21) 得出 (2.3.17). 

从这个证明容易看出，当具有最大实部的特征指数是单的时，我们可以假设不 
等式 （2.3.17) 和 (2.3.20) 中的 e = 0. 如果具有最小实部的特征指数是单的，则我们 
可以假设不等式 （2.3.18) 和 (2.3.19) 中的6： = 0. 

我们也指出，任何一个基将改变不等式 （2.3.17) — (2.3.20) 以至于额外的系数可 
能出现在其右端 （一 般地，系数在 （2.3.17) 和 (2.3.19) 中的大于1,而 （2.3.18) 和 
(2.3.20) 中的小于 1). 事实上，从一个基到另一个基仅仅作了一个变量的线性变换 

x = Py 、 

其中尸为非奇异矩阵.在新变量$下我们有 


WHM，M mw. 

因此，例如，代替（2.3.17)，我们得到下面关于 CC ⑷的不 等式： 

11^)11 < C 6( maxReA ^^|| x 0 || 对 ^0, (2.3.22) 

其中 

C =|| P |||| P - 1 ||>1. (2.3.23) 

对于所有特征指数乂都位于虚轴左边的这个特殊情形，不等式 (2.3.17) 变成 

I _ KW "2/ o || 对 t 彡0， (2.3.24) 

其中 A > 0并对所有 i 满足 Re 乂 < (如果最靠近虚轴的特征指数是单的，我们 

可以选择 A = min|Rc A ,|). 因此,在这种情形下，线性系统 （2.3.1) 的每一条轨线当 
t — + oo 时都指数式趋于 O . 这样的平衡态称 为指数式渐近稳定平衡态. 

对稳定平衡态的特征指数进行重排，使得 Re Ai 彡 Re A 2 彡…> Re A n . 并且 
假设前面 m 个指数有相同的实部 Re \ = Re Ai (i = 1，… ， m ) 和 Re A〆 ReAi ( i - 
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m + 1，…， n ). 以 £ L 和记矩阵乂的 m 维和 （n - m ) 维特征子空间，它们分别 
对应于特征指数 , A m ) 和 （ A m +1 ，… , A n ). 子空间 P 称为主 不变子空间， 

称为非主或者强稳定不变子空间. 

这些名字来自这样的事实，当 t — + oo 时所有轨线除了位于中的以外都在 
趋于平衡态 O 时与子空间相切.此外，从中趋于 O 的轨线快于 e (R ^ 

但其它轨线的收敛速度不超过 6 ( 如其中常数 e > 0可以选择任意小. 

为了证明这个论断，我们指出，每一个向量 yeR n 可唯一表示为形式2/ =斜％ 
其中 u € Z ； e 在 { u , v ) 坐标下将系统 （2.3.1) 写为 

u = A \ u ^ 

V = 乂2% 

其中谱山:= { Al ， …， A m } ，谱也= { A m +1 ,..., A n }. 系统的通解是 

以⑴= e Alt uo , v ( t ) = e A 2 t vo - (2.3.25) 

按照引理 2.1 ( 见 (2.3.18), (2.3.17)), 对正数亡由 (2.3.25) 有 

||^)|| 

其中 e 可通过在 0 和中适当选取基而任意小.因此我们可以得到下面的不等 
式 

剛 wi _ r ， ( 2 . 3 . 26 ) 

其中1/ > 1.从 （2.3.26) 看出，如果 lltxoll ^ 0,则任何轨线趋于 O 时切于主子空间 
v = 0. 

当 m = 1时 ， BP At 是实数且 Re \ <心 （i = 2, …， n )， 主子空间是直线.这样 
的平衡态称为稳 定结点 (见图2.2.8,图 2.2.9). 

当 m = 2且 Ai ，2 = - P 土心，/? > 0, a ; # 0时，对应的平衡态称 为稳定焦点. 这里 
主子空间是二维的，所有不属于的轨线围绕 O 呈盘旋形状，见图 2.2.10. 

对于不稳定的情形，此时 Re Ai > 0 (i - l ,--* , n ), 通过改变时间方向 t - 1 

就化为前一情形.因此对解有 估计： 

lll/WIKe-^llyoll 对 以0, (2.3.27) 

其中 A 是满足 Re Ai > A 的任意正常数.由（2.3.27)，当〖 —- oo 时所有轨线都指数 
式趋于 <9. 这样的平衡态称为 指数式完全不稳定平衡态. 

这里主子空间和非主子空间的定义方式与稳定平衡态的情形相同（但对 t — 
- oo ). 当主子空间是一维时，平衡态称为 不稳定结点. 当主子空间是二维且一对共轭 
复指数最靠近虚轴时，这样的平衡态称为 不稳定焦点. 
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现在，令 / C 个特征指数位于虚轴的左边， ( n - k ) 个特征指数位于虚轴的右边，即 

Re 入, • < 0 ( i = 1， …， fc ) 以及 R e ~〉0 (jf = A : + 1 ， …， n )， 其中 jfc _ 0， n . 这样的平 

衡态是鞍点型平衡态. 

变量的非奇异线性变换将系统 (2.3.1) 化为 


U = A^lly 

v = A + v ， 


(2.3.28) 


其中谱 A - = {入 1 ， … ， A *}， 谱 = {入*+ 1 ,"., A „}, u e R k 7 v e R n ~ k . 系统的通解 
是 

u ( t ) = e A v ( t ) = e A + t v 0 . (2.3.29) 

按照引理 2 .1，对变量 u 和”分别有类似于（ 2 .3.24)和 (2.3.27) 的估计成立，即 
从稳定不变子空间 £ s ：v = 0 出发的所有轨线当 t — + oo 时指数式趋于 O , 从不稳 
定不变子空间 S u •• u = 0 出发的任何轨线当纟 —— oq 时都指数式地趋于 O . 在鞍点 
邻近的轨线在接近鞍点之后离开鞍点. 



图 2.3.1 鞍-焦点（2,2)在 R 3 中的伪投影.稳定和不稳定不变子空间都是二维的. 


因此 ，在以 上系统的鞍点是稳定平衡态，而在上的是完全不稳定平衡态.此 
外，稳定主子空间，不稳定主子空间以及相应的非主子空间和分 
别可在子空间 P 和内定义，我们称直和 P ㊉ 乞 uL 为扩展稳定不变子空 
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间， 为扩展 不稳定不变子 空间. 不变子空间 eL ^^ E ^ uB 称为主 

鞍点子空间. 

如果点 o 在 p 和 p 中都是结点，这样的平衡态称为 鞍点. 因此，和 
的维数都等于 1 . 

当点 O 在至少两个子空间 P 和 P 的一个是焦点时， 称 o 为鞍- 焦点 .按照 
稳定和不稳定主子空间的维数，我们可以定义三类鞍-焦点 ，即： 

•鞍-焦点 (2 ,1) ——在 P 上是焦点，在 P 上是结点. 

•鞍-焦点 (1 ,2) ——在 P 上是结点，在上是焦点. 

•鞍-焦点 (2,2) ——在 P 和 P 上都是焦点. 

三维鞍点以及鞍- 焦点 （2,1) 和（1，2)的两个类型的相图如图 2.2.11 —图 2.2.14 
所示，四维鞍-焦点（2,2)的相图表示在图 2.3.1 中. 

2.4 鞍点平衡态附近线性系统的轨线性态 

上几节考虑的理论足够解决下面的重要问题.设线性系统有鞍点型结构稳定平 
衡态 O •在 O 的稳定不变子空间 P 内选取一点在它的不稳定子空间 P 内选 
取一点 M ~. 围绕点 M + 取小邻域点取的小邻域 V '我们问在 V + 内是 
否存在点，其轨线能到达7_，这样的点集是如何组成的以及由连接和的轨 
线定义的映射具有什么性质？ 

这个问题纯粹是线性化系统的几何问题.但是，我们指出，这个问题几乎与在混 
沛系统中鞍点平衡态附近轨线性态的问题等同. 

我们首先考虑三维的例子.设点 O 是鞍点，即它的两个主特征指数都是实数. 
为确定起见,假设稳定子空间是二维的，不稳定子空间是一维的.于是系统可以写为 

X =—入 IX, 

U — —入2以， 

y = 72/， 

其中0 < Ai < A 2 , 7 > 0. 现在不稳定子空间 与 V 轴重合，稳定子空间 P 是 
( x , u )~ 平面 . U 轴是非主子空间 z 轴是主子空间扩展不稳定子空间 
是 (x, y) - 平面，扩展稳定子空间是整个空间 K 3 . 

系统的通解是 


x(t) = e~ Xlt XQ y 
u(t) = e_ X 2 t u 0 , 
y{t) = eh 
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在 f 内我们选择不在中的点 M + ( z + ， u + ，y = 0)，即有# # 0_不失一 
般性，假设3^〉 0. 选择小 £ > 0 ,并在点 M+ 处构造一个小长方形 f] + = {x = 
: — u +| < e ， ly | < e } •在 IT 上的坐标是 (u.y). 稳定子空间与 [1+ 的交 y = 0 
把 n + 划分成两个子部分•选择 y > 0 这部分（图 2 . 4 .1 中阴影区域)，并跟随从其上 
每一点开始的轨线. 



图 2.4.1 鞍点附近的 轨线. 长方形 rr 的像是 rr 上的曲线三角形，它切于扩展不稳定子空间 
e uE . 稳定子空间 p 在 rr 上的交映为点 m -. 


对某个5 > 0考虑鞍点的邻域％ : {W < (5，|tx| < (5，|y| < (5}. 从任何点 M(x = 
x + , u f y > 0 ) e [ J ^ 出发的轨线当 t — +oc 时都离开 C/ 5 , 在点 M ( x , u,y = S ) 处穿过 
rr : {2 / =科，它的坐标由下面公式给出 


x = e~ Xlt x^, u = e^ X 2 t u, 

S = e 7 t y . 

求解 （ 2 . 4 . 2 )， 我们得到从到 rr 的飞行时间 

1 , 6 
t = 一 In - • 

7 V 

将后者代人 （2.4.1) 得到用点 M 的坐标表达点 M 的坐标的表达式 



(2.4.1) 

(2.4.2) 


(2.4.3) 
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其中^ = X 7 > 1 -显然，可从这个公式得知映射 M ^ M 关于非主坐标?/ 

压缩，只要 y 足 够小. 此外，当 y — +0 (即点 Af 趋于 r ) 时压缩变得无穷强. 

沿着系统的轨线，映射 (2.4.3) 将长方形 rr 的上面部分映为 rr 上的曲 线楔: 


c 2 x a Cix Q , 




2 


土 e 

(x + ) Q 


(2.4.4) 


这个楔与点 m-(x = o,fi = o ,5 = rf ) = n ' n ^ u 相连接.由于 a > l , c li2 〆 oo ( 因 
为; r + / 0)， 楔与扩展不稳定子空间 S uB ：u = 0 在点 M - 处相接触，如图 2.4.1 所 
示. 

£ 9 是一维而 P 是二维的情况可以由时间反向化为上面考虑过的情形.因此， 
如果我们选择点 e p 和 m - e £ u \ e uu , 并构造两个横截长方形 rr 和 rr ， 
上的其轨线到达 rr 的点的集合也构成如（2.4.句的曲线楔，它在 rr 上的像是 
rr \^ u 的两个分枝之一，如图 2.4.2 所示. 



图 2.4.2 这个鞍点附近轨线的性态是与图 2.4.1 的描述相反的情形. 


当0是鞍- 焦点（ 2 ，1)时（见图2.4.3)，系统可以表示为 

X = —px — am ， 

u = cox — pu y (2.4.5) 

y = 72 /, 

其中 p >0, o ;>0,7>0. 这里通解是 

x(t) = e~ pt (xo cos(ut) — uq sin(u;i)), 

u(t) = e~ pi (xo sin(ut) + u 0 cos(o ^))， (2.4.6) 

y{t) = e^ l y 0 . 
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图 2.4.3 鞍-焦点 (2,1) 附近的映射 • n + 上的斑马形沿着轨线映到两条围绕点的螺线的内 
部，其中是 p 和 rp 的交的像 2 


我们在 S 9 \ 0 上任意选取点 A /+( rr ' iz + ，y = 0). 由坐标系的旋转总可以假设 
一 = 0,因此公式 (2.4.5) ^ (2.4.6) 保持 不变. 通过点 M + 我们构造一个长方形 
= { u =^ 0 ,\ x - x ^\ < e ,\ y \ < e }. 由于导数在 M + 处不为零，由连续性它在 
m + 的小邻域内不为零.因此从 rr 出发的轨线必须与横截相交， 

从 rr 门切 > o } 出发的轨线离幵鞍-焦点的邻域，并通过平面 rr : y = j .在 
这一情形从 n + 门{?/ > 0} 到 rr 的映射可用公式 

x = xe~~ pt cos ( u ^)， 
u — xe~ pt sin(c ^)， 

5 = ye' 


或者 


X = X 




2 注.我们必须指出，公式 （2.4.5) 是对截面 rr 沿着^轴但不与它横截是定向的情形下推导 
的. 
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表不，其中 P = p/7. 在 n — 上引入极坐标无= f cos ⑹和 ii = f sin ⑼，这个映射可 
以写为 

- a ; / y \ 

^ = ~7 ln U ) +V?(), 

其中 

/ 0，如果 # > 0, 

V?o = < 

\ 7 T , 如果< 0. 

长方形 FT 是由直线段 + 所围.于是 n + 在 FT 上的像是 

由一对对数螺线 


(| a :+| 彡 f 彡 （| x +| + e ) e 芒(仰一朵) 


所围,这对螺线围绕点 M - = rr 旋转，如图 2.4,3 所示. 

通过逆转时间方向可容易地将上面的结果转换到鞍_焦点 （1 ， 2 )的情况 
接下来我们考虑鞍-焦点 (2,2). 系统这时可写为下面的 形式： 

土1 = - P \ X \ - U \ X 2 , 

士2 = — P \ X 2 + C ^ iXi , 

Vl = P2Vl 一 022 / 2 ， 

V2 — P2V2 +^ 22 / 1 , 


其中 Pi > 0, U；i > 0， p 2 > 0, U ；2 > 0. 通解是 

工 1 = e 一 Plt ( xi 0 cos ( o ; ⑷一 X 20 sin(u ； it)), 
X2 = e~ plt (xio sin(o ； it) + X20 cos(o ； it ))， 
2 /i = e p 2 t ( y w cos ( cj 2 t ) - y 2 o sin ( cj 2 0). 
2/2 = e p 2 t ( yi 0 sin ( a ; 2 t ) + 2/20 cos(u ; 2 亡 ))• 


(2.4.7) 


沿着系统的轨线由『 = {工2 = 0, |zi - < e , |仍| < e ，| y 2 | < e } 

0, \ yi - Vi \< e , | xx |< e , | x 2 |< e } 的映射 r 由下面公式 给出： 

X\ — x\e~ plt cos(u ； it), 

X2 = X\e~ Pxt sin(a ； it), 


到 FI 〜= {沒2 = 


(2.4.8) 


2/i = yie -A>2t cos(u ； 2t), 

V2 = sin ( cj 2 t )- 


(2.4.9) 


为了寻找映射： T 的定义域 D , 直接利用（ 2 . 4 . 8 )和 (2.4.9) 比通过（仍，^)表示 
飞行时间6更方便.如果我们任意选择满足- d < e 的々和 满足％ - yf I < e 
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的历以及充分大的 t , 则公式（ 2 . 4 . 8 )和 (2.4.9) 给出值 x u x 2 l y liy 2, 使得从 FT 的 
点 M = ( xi ,0,2/ i , 2/ 2 )出发的轨线与 n — 相交于点 M = ( x 1? x 2 ,2/ i ,0). 区域 D 是由 
所有这样的点 M 组成，其 : Ti - 坐标位于区间 |：n - < e 内，而 y 12 - 坐标可通 

过适当选取扒和《后由 (2.4.9) 确定. 

由（ 2 . 4 .9),当 t 变化而 Xi 和历保持固定时，点 ( yi , y 2 ) 描绘出一条对数螺线. 
这意味着集合 D 沿着 : ri - 方向以旋轮线形状伸展，并沿着 （ yi ，2/2) -坐标盘旋 .D 
在 rr 中的像有类似的形状，见图 2.4.4. 



图 2.4.4 鞍- 焦点 (2,2) 附近的映射.内容见正文. 

在髙维情形，系统在鞍点附近表示为下面 形式： 

x = y = A+y, 

u = B 一 u 、 v = B + v, 

其中 o ： 和 y 是主变量， u 和 i ; 是非主变量.矩阵 X - 的谱位于复平面的直线 Rez = 
-入 < 0上， 矩阵# 的谱位于直线 Rez = 7 > 0上.矩阵的特征值的实部严格 
小于某个- A < - A ， 而矩阵 S + 的特征值的实部严格大于某个7 >7- 
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因此， P 是子空间 ( t / = 0,^ = 0)； 

£ u : (x = 0, u = 0), 

£ sa : (x = 0, 2 / = 0, v = 0), 

£ sL : (u = 0, t / = 0, v = 0), 

S uu : (x = 0 , w = 0 ,?/ = 0 ), 

£ uL : (x = 0, w = 0,1； = 0), 
e aE : (v = 0), 

e uE : (u = o), 

: (w = 0 ,v = 0). 

我们选取某个点 M + (x =r x + ,u = u+，y = 0 ,v = 0) e £ 9 \£ ss 和点 M^(x = 

0,^ = 0 ,y = y-,v = v-)e e u \ S uu , M _ 0, \\ y -\\^0 . 沿着系统的轨线从 M + 的 e 
邻域到的 e 邻域的映射是 


x = e A l x, y = e A ^ l y, (2.4.10) 

u = e D t u y v = e B ^ t v, (2.4.11) 

其中 t 是飞行时间. 

因为主坐标方程 （ 2.4.10) 和非主坐标方程 （ 2.4.11) 互相独立，这个映射对主坐 
标的作用与上面的例子相同.由引理 2.1 ， 从 （ 2.4.10) 得 

112/11 = 11 ^^||> 6 -^ + - ^(|| 2 /-|| 


只要 




In 


(\\y~W---) 

\y\\ 


我们观察到（通过固定两个邻域的大小）当 y — 0时，与 ln || y || 成比例的飞行时间 t 
趋于无穷.此外，由引理2.1，下面的估计成立 


INI ^ I | e B + t ||| kKe ^| H |, 


由此得知，这个映射沿着非主稳定方向是强压缩，沿着非主不稳定方向是强伸长，只 
要 ||y|| 充分小.事实上,从公式 (2.4.10) 以及 （ 2.4.11) 得 


Ni^Ciiixirs c x 

\\ v \\ < c 2 \\ y \\ a ^ C 2 


( m+o 

(1H±£) 

( M - 中 2 


Oil 


Oi 2 


A 1 

x 〉 1 ， 

^> i . 

7 
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由于 ||x + || 7 ^ 0 , || 2 /~|| 7 ^ 0 , 可得 Ci ，2 / oc ， 因此映射 [x ， y,u ， v) 一 (x, y y u y v) 的定义 

域位于与扩展稳定子空间相切于点 Af + 的楔内，映射的值域位于与扩展不稳定 

子空间相切于点 M - 的楔内•图 2 . 4 .5 —图 2 .4.8显示了这个映射对于四维鞍点 
和鞍-焦点 (2,1) 的作用. 



图 2.4.5 R 4 中鞍点附近的映射，点 O 有两个特征值具有正实部,两个特征值具有负实部，即鞍 
点有一个二维稳定子空间和一个二维不稳定子空间. 



图 2.4.6 R 4 中鞍点附近的映射.点 O 是鞍点，它有一个三维稳定子空间 P 和一个一维不稳定 
子空间 6 U . 
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图 2.4.7 沿着经过鞍-焦点 (2,1) 的轨线的映射.映射之间的区别在于稳定和不稳定子空间的维 
数.参见特征值的位置. ^ 



图 2.4.8 沿着经过鞍_焦点 （2，1) 的轨线的映射.映射之间的区别在于稳定和不稳定子空间的维 
数.参见特征值的位置. 
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对比线性化系统 


y = Ay 


(2.5.1) 
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和它原来的非线性系统 

y = Ay-hg(y) ) ( 2 . 5 . 2 ) 

积分后者~般来说是个不现实的 问题. 这引出一 '个 首先由 PoincarS 和 Lyapunov 提 

出的非常自然的 问题: 在什么条件下系统 (2.5.2) 在平衡态附近的轨线相似于线性化 
系统 （2.5.1) 的轨线？ 

回答这个问题估计要依赖于对“相似性态”的 理解. 读者应该明白对这个问题 
的古典理解与现代人的观点有明显的不同. 

按照现代人的术语,如果两个系统拓扑等价就称它们有等同的性态. 

定义 2 . 2 两个分别定义在区域和内的 n 维系统 

y = ^1 ( y ) 和 y = ^( y ) 

称为在子区域 R e 认和 t/ 2 g d 2 内是拓扑等价的，如果存在同胚 


7/ ： [/i -> f/ 2 , 

将第一个系统的轨线（半轨线，一段轨线）映为第二个系统的轨线（半轨线，一段轨 
线)，且保持定向（运动方向). 

我们也必须强调指出，如果至少存在一个特征指数在虚轴上，那么原来的非线 
性系统与它在平衡态的线性化系统的等价性问题是无意义的.就是说，若平衡态是 
结构不稳定的，则我们不能期望两个系统之间的拓扑等价性.对平面情形下面的两 
个例子就说明这一点. 

第一个例子处理一对纯虚的特征指数 a 1>2 = ±^^>0 . 考虑非线性系统 


士 = 一 叫 + 仍 ( x ， y )， 

y = + g 2 { x , y) y 


(2.5.3) 


其中假定函数 仍和仍 连同它们的一阶导数在原点为零.相应线性化系统的通解为 


x = xo cos(uft) — yosin(cjt), 
y = yo cos(uut) + xq sin ( c ^). 


这里，相轨线是围绕原点的闭曲线（同心圆 ）（ 图 2.5.1). 这样的平衡态称为 中心. 

非线性系统的相轨线一般很不同.例如，如果我们假设仍=+ 2/ 2 )和 
92 = - y ( x 2 + y 2 ), 则方程 (2.5.3) 的下面的通解可容易地写为极坐标形式 


这时，所有的轨线都是围绕原点的螺线，如图 2.5.2 所示.显然，在两个平衡态的任何 


小邻域内不存在同胚，将这个系统的轨线映为线性化系统的轨线（因为同胚映闭曲 


线为闭曲线).因此，我们的系统不拓扑等价于它的线性化系统. 
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图 2.5.1 中心.这里的每一条轨线是“逆时针方向”的同心圆. 



图 2.5.2 由于非线性原因改变了中心附近轨线的性态.它们是围绕 O 的螺线. 

关于第二个例子，设一个特征指数等于零，另外一个 A 2 = -A < 0. 
统可以写为 

x = 夕 i(x ， y )， 

y = -Ay+ p2(x ， y )， 

其中 函数％ 和&及其一阶导数 在原点为零. 线性化系统的解是 

X = x 0 , y = e~ xt y 0 . 


这个系 

(2.5.4) 


相图如图 2.5.3 所示.整个 o : 轴由线性化系统的平衡态所组成,每个平衡态只吸引一 
对轨线.显然非线性系统仅对非常特殊的函 数&和 卩 2 才可能保持平衡态的连续统， 
因此原系统与线性化系统之间的拓扑等价性在这里简直没有指望. 
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图 2.5.3 x 轴上的每一点都是稳定平衡态.每一个平衡态都吸引一对轨线. 

图 2.5.4 显示当仍= x 2 , p 2 = 0 时的相图.我们可以看出这两个局部的相图没 
有一点共同之处.图 2.5.4 中的平衡态称为鞍-结点. 



图 2.5.4 鞍-结点型的结构不稳定点.点 O 在“结点”区域 （re < 0) 稳定，但在“鞍点”区域 
(x > 0) 不稳定. 

结构稳定平衡态的拓扑分类问题由下面的定理解决： 

定理 2.1 ( Grobman - Hartman ) 设0是结构稳定平衡态.则存在0的邻域 
R 和 C / 2 , 在其中原系统和线性化系统拓扑等价. 

注意，这时非线性系统 (2.5.2) 的平衡态称为是局部拓扑等价于它的线性部分 
(2.5.1) 的平衡态. 

进一步我们提出线性系统之间的拓扑等价性问题.当 A : 个特征指数位于虚轴 
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的左边 ， （n - 个特征指数位于虚轴右边时，赋予结构稳定平衡态的拓扑类型为 
(k,n — k). 

定理2. 2 具有相同类型平衡态的线性系统是拓扑等价的. 

这个定理的证明可通过构造一个同胚 7) : R n ^ R n 来得到，而同胚可能是明显 


的. 例如，考虑两个线性系统，第一个的原点是焦点 



士 = -x + y , 

• 

(2.5.5) 

第二个的原点是结点 

y = 一 y, 

X = 一 X , 

• 1 

(2.5.6) 

两个系统拓扑等价，因为同胚 


( x ， y 卜 （x cos ( r ) + y 3 sin ⑺， y 3 cos ( r ) - x sin ( r )) 



映 （2.5.6) 的轨线为 (2.5.5) 的轨线，其中 r{x,y) = 一 ⑽ 2 +沪) . 

从定理 2 .1 和定理2. 2 可直接得知一个非常重要的论，即 n 维系统只能有 
(n + 1) 个不同拓扑类型的结构稳定平衡态. 

特别，任何具有类型 （ fc , n - fc ) 的结构稳定平衡态的系统都局部拓扑等价于系统 


x = AkX^ 


(2.5.7) 


其中矩阵 



这里表示 i 维恒同矩阵.如果我们假设 X = 
统 （2.5.7) 可表示为 


(:)，其中喊心'那么系 


u = 一 u 、 

V ^ V. 


(2.5.8) 


(2.5.8) 的解是 


u{t) = e~ tkt uo, v(t) — e In ~ kt vo- 


(2.5.9) 


在 k = n 的情形，系统 (2.5.9) 的所有轨线当 t — + oo 时趋于在原点的平衡态. 
因此，由定理 2.1 和定理2.2,从非线性系统 （ n ，0) 类型的平衡态的充分小邻域内出 
发的任何轨线，当£ — + oc 时也趋于平衡态.这样的平衡态称 为稳定拓扑结点或者 
汇. 注意，由定理2.2,上一节我们考虑的 n 维稳定焦点和稳定结点是拓扑等价的，因 
此它们都是稳定汇. 



• 46 • 


第 2 章动力系统的结构稳定平衡态 


对类型为 (0,71) 的平衡态0,从 O 的小邻域内出发的任何轨线当 t — - OC 时都 

趋于 O . 当 （— + oc 时任何轨线除了 O 都离开这个邻域.这样的平衡态称为 不稳定 
拓扑结点或者源. 

我们称余下的结构稳定平衡态为拓 扑鞍点 .由 Grobman - Hanman 定理，原来的 
非线性系统的拓扑鞍点有 A ; 维和 （ n - A ;) 维的 局部稳定流形 和 局部不稳定流 
形 W ^ c . 就是说，如果 h 是局部同胚，它将线性化系统的轨线映为非线性系统的轨 
线（由定理 2 .1，这样的同胚是存在的)，于是线性化系统的稳定和不稳定不变子空间 
的像 / if 和刚好是稳定和不稳定流形.如同在线性情形，从中任何点出 
发的正半轨线整个地位于坏匕内，且当 f — + OC 时趋于 O . 类似地，从的任 
何点出发的负半轨线整个地位于内，且当 f - oc 时趋于 O . 从 Wf oc (J W { u oc 
外面的点出发的轨线当 t — ± oo 时离开鞍点的任何邻域.流形和都是¥ 
变流形， 即它们是由整条轨线组成（直到它们离开拓扑鞍点的某个邻域). 

显然，如果两个系统 Xi 和拓扑等价，建立这个拓扑等价性的同胚映系统 
A 的平衡态为系统 X 2 的平衡态.如果 Oi 是系统&的平衡态，0 2 是 Oi 在同胚 
下的像，则当 t — + oo 时（或者 t — — oo ) 渐近于 A 的轨线映为亡— + oo(t — - oo ) 
时渐近于0 2 的轨线.因此，局部拓扑等价的鞍点的稳定（不稳定）流形的维数是相 
同的.由此我们得到下面的定理. 

定理 2.3 两个结构稳定平衡态是局部拓扑等价的，当且仅当它们有相同的拓 
扑类型. 

用拓扑方法很好地解决了结构稳定平衡态的分类问题.但是，它没有提供许多重 
要问题的答案，例如平衡态收敛性的指数速率问题，收敛性的特征（单调或者振动) 
问题以及不变流形的光滑性问题等.在平衡态附近轨线性态的这些详细细节（即由 
局部同胚不可区分的细节）在各种不同的同宿分支的研究中相当重要，它们在具有 
复杂动力学的动力系统中起着主要作用. 

2.6 稳定平衡态.主流形与非主流形 

设 C (r > 1) 类光滑的 n 维系统在原点有结构稳定平衡态 O .在0附近系统 
写为形式 

V = Ay -f- h(y), (2.6.1) 

其中 >1 是 （n x n ) 常数矩阵，它的谱（即4的所有特征值的集合）位于复平面的虚 
轴之外，/ I : R n — 是 C 函数,满足 

h(0) = 0, h f y (0) = 0. (2.6.2) 

设《是稳定平衡点，即所有 n 个特征指数 ( A 1 ? ..., A n ) 有负实部.对于线性化系统 

y = Ay (2.6.3) 
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的解,估计（ 2 .3. 22 )成立（按照引理2.1)，由此得知，任何轨线都指数式趋于原点.轨 

线按指数式收敛于平衡态的这个性质对原来的非线性系统是否保持？下面的定理对 
这个问题给予了肯定的回答. 

定理 2 . 4 对充分小的 J > 0以及任何满足||如|| < (5 的如，非线性系统 (2.6.1) 
的从如开始的轨线 y ⑷对所有的 t > 0满足下面不 等式： 


||2/⑷ ||< Ce ( maxReA ‘ +e ) t || yo ||, (2.6.4) 

其中正常数 e 可通过减少6而选择为无穷小 ， C > 0是依赖于! R n 的基的选择的某 
个因子. 

证明由（2 .6.1)，给出范数的平方 


II2/WII 2 = 〈 2/(0,2/00 〉， 

其中〈•,•〉表示中的数量积，我们有 

去 1_1| 2 = 2_，_ = 2(y,Ay)^2(y^(y)). (2.6.5) 

将函数 h ( i /) 在 O 附近展成 Taylor 级数，我们有 

h{y) = h{0) -f hy{0)y + o(||t/||). (2.6.6) 

由 （2.(3. 2 ) 得到 

h(y) ^ oiM), 

即给定 e > 0,我们可以选择 d > 0,使得对所有满足 || y || < 5的?/有 

ll^(y)ll ^ ^\\y\l (2.6.7) 

对 (2.6.5) 的第二项，我们从（2.6. 7 )得估计 

|2<y,My))K« 2 . (2-6.8) 

为了得到 （2.6.5) 中右端的第一项 2(y,Ay) 的估计,类似于线性系统解的估计（引理 
2.1), 我们选择 Jordan 基在给定的基下矩阵 A 由公式 （2.3.5) —(2.3.7)， （2.3.10) 和 
(2.3.11) 给定.此外，我们将选择基使得 (2.3.11) 中的非零值&等于 e /2 .当 夂 为实 
数且是单的时，向量 z 4/的分量有 


= XiVi, 


(2.6-9) 
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或者当 A^A i+1 是一对复共轭特征指数时有 


或者当 A i+1 = • 


Zi = Vi Re Ai - y i+ ilm A i? 

之 t+i = j/i+i Re + 队 Im 入 “ 

是 fc 重指数（其中 ^ 0) 时，有 


( 2 . 6 . 10 ) 


Z i+j = + 6jVi+j 十 l，j = 1， • • • ，知， 


( 2 . 6 . 11 ) 


或者当 Ai+l = Aj + 3 = • • • = Ai+2fc-l ， Ai+2 = Ai+4 = … = 入 i+2fc 是允重复共扼特征 
指数时，有 


^i+2j-i = Pi+2j-i Re Ai+i — yi+2j Ai + i + Sjyi^2j+i 

Zi^2j = yi+2j Re Ai+i — 2/i+2j-i Im A 终 i + 5)^+2) 十 2 (2.6.12) 

0 * = = 0). 

回忆 （2.6.11) 和 (2.6.12) 中的量 ~ 可以是 0 或者 

从公式 （2.6.9) 和 （2.6.10) 得知，如果特征指数 i 单的，则 

71 

( y ^) = E^ 2 ^ a , (2.6.13) 

i=l 

在重特征指数的情况下，由 （2.6.9) — (2.6.12) 我们得到估计 

| 〈 2/，:> - XI yi Re A »i ^ I ( I 赚 +ii + I 腿 +2I j ， 

i=l 、实数 A<=Ai+i 复败 Ai=Ai+2 / 

又由于 \ yiyj \<\( y ^ y ]), 我们得到 

l<2/^)-E^ 2 Re A^llMI 2 . (2.6.14) 

i-l 

由公式 (2.6.5)，(2.6.8) 和 (2.6.13)—(2.6.14), 对任何轨线 y ⑷有估计 


盖 | 剛 | 2 彡 2(maxRe \ + e)|ly ⑷|| 2 , 


或者 


^ ： \\y{t)\\ ^ (inaxRe \ + £*)||yWII» (2.6.15) 

at 


除非 2/(0 离开点 O 的 5 邻域.由（2.6.15)，当 f 增加时 y ⑷的范数单调减少，因此， 
如果 llyoll 彡则对^ 0有 \\y(t)\\ ^ 6. 从而，不等式 （2.6.15) 对从点 O 的 J 邻域 
内出发的任何正半轨线都成立. 
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为了积分这个不等式，注意 （2.6.15) 等价于 




— (maxRe 入 


^ 0 . 


由此得知，当 f 增加时 || y (0|| e - ( maxR ^ 〜 十 0单调减少,故得知 


\\yW\W 


— (max Rc 入 i+e)t 


< IMI ， 


当 C = 1时这即是（ 2 .6. 4 ).转换到任意基时得知 （2.6.4) 中出现的系数 C / 1(见 
(2.3.23)). 

注如果系统的光滑性是 C 2 或更高，且如果最靠近虚轴的特征指数是单的，则 
可在不等式 （2.6.4) 中令 e = 0. 

事实上，这时 (2.6.5) 的右端的第一项有估 if ' 


2(2/,^2/) ^ max(Re Xi )^ y ^ 

»=i 

因此， (2.6.15) 中的 e 值仅由不等式 (2.6.7) 确定.如果 /I E C r (r > 2) ，贝 IJ Taylor 级 
数 (2.6.6) 的余项有估计 

||jt/|| 2 (max h n ), 

其中最大值是在 O 的5邻域内取.由此可以选取 （2.6.7) 中的常数 e 使得满足 

由于2/指数式递减， (2.6.15) 中的常数^可用依赖于时间的函数冲)代替，当 f — +oc 
时它至少指数式衰减，特别，积分 1°° e(s)ds 有限. 

从 (2.6.15) 得知 ° 

4 ： In \\y{t)\\ $ max Re 入 i + 5(t), 


dt 


由此得 


In \\ y { t )\\ < In \\ y Q \\ + tmaxRe Ai + / e ( s ) ds , 

Jo 


或者，由积分的收敛性得 

In || y ⑴ || 彡 In \\ yo \\ + t max Re A » -H In C , 

因此我们得到不等式 （2.6.4)， 其中 0. 

我们注意到对 C 1 ， 积分 s ( s)ds 一般可能是发散的. 

Jo 

娜且 f y ds 

h{y) = l ^ 


例如，在2/ e R 1 的 
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如果2/以指数式衰减到零，则 e (0 〜 ㈣ 巧) 1 ^ -渐近趋于零 

12/(01 t 

上面的定理断言，拓扑稳定结点是指数式稳定平衡态.如同我们已经在 2.3 节 
中看到的，在线性情形，大部分轨线趋于平衡态的收敛性特征和速度是由主坐标确 
定的. 这个特性对非线性情形也保持.这里，非主子空间的作用是由不变非主流形确 
定，不变非主流形在高维非线性系统中的存在性是由 Petrovsky 发现的. 

我们重排特征指数的次序，使得 

0 ^ Re Ai ^ Re A2 ^ ^ Re A n * 

设前面 m (m > 0) 个指数有相同的实部 

Re Xi = Re Ai (z = 1, ■ • * , m ) 


且 


Re Ai < Re Ai (i = m -h 1, ••- ,n). 

假设 m < n . 每一个向量 2 / 可唯一分解为 

y =z u -^- v , 

其中 t / = ( ui , ••- , u m ) 和 = ( w ，. • • , v n - m ) 分别是它在矩阵 4 的主特征子空间 
和非主特征子空间£：%上的投影.在这些新变量下系统取形式 

u = A\u -f /( u , v ), 
v = A2V -f giu ^), 

其中谱 Ai = { Ai , • * ♦ , Am }， 谱 乂2 = { Am +1， …， An }， 函数 /，夕 € C r 且 

/ ⑼= 0，夕 (0) = 0， /\0) = 0， /⑼ =0. 

定义 2.3 设 [/ 是点 O 的邻域.集合 W ^ C 7 称为局部不变集，如果从任何点 
M ew 出发的轨线整个地位于 w 内直到它离开 [/. 

定理 2.5 (关于非主流形）在平衡态 O 的邻域内，存在 （n - m ) 维 C ” - 
光滑不变流形 W^ c (非主流形或强稳定流形)，它通过 O 且在 O 处与非主子空间 
E HS : u = 0相切.从 W ^ c 之外的任何 一 点2/0出发的轨线 2/( i ) 与主子空间 I ； == 0相 
切地趋于 O . 此外，对 O 0有 

\\y(t)\\ ^ Ce^ Al 一印 〆 2/ 0 ， WT c )， 


(2.6.16) 


(2.6.17) 


其中 p (2/0,^ o S c ) 表示2/0与 V ^ loc 之间的距离. 


(2.6.18) 
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反之， 所有从 W & 出发的轨线较快地趋于0 ,即 

112/(011 < Ce (IU Am +1+ e ) t ||2/ o ||. (2.6.19) 

非主流形的存在性和光滑性的证明将在第5章中给出.现在我们证明定理的第 
二部分，即不等式 (2.6.18) 和 (2.6.19). 

由于 ^ loc 切于子空间 u = 0,它由形如 

u = ( f ( v ) ( 2 . 6 . 20 ) 

的方程定义，其中 且 

#( 0 ) = 0 ，（//⑼= 0 . ( 2 . 6 . 21 ) 

由于 ^ ioc 是不变集，得知如果如== < f ( v 0 )， 则对 t > 0有= ^( v ( t )) t 因此 

u = ( v ) i ) 对 it = ( p ( v ), 

或者，由于（2.6.16)， 

M ^ p ( y ) + f ( ip ， v ) = ip , { y ){ A 2 v + g {( f , v )). (2.6.22) 

引入新变量 

W = U — (p(V )， 

在这一新坐标下的方程是 tz ； = o . 这样的变量变换称为 流形的直化. 系统 
(2.6.16) 现在化为 

v = A^v + g(w - I - ip { v )^ v )^ 

w = A\w 4- Ai ( p ( v ) -h f{w (^( u ), v ) — ( p f { v ) i ) (2.6.23) 

= A\w 4- Ai ( f ( v ) 4- f(w + 一 < p r { v )( A2V -h g{w -h 

利用 （2.6.22)， 最后一个方程可以重新写为 

也 = A x w^ [f{w + 外 v) - f{(p y v)] - ^{v)\g{w -\-(p,v) - 咖， v)j, 

或者，由于方括号内的项当 w == 0时为零，于是 

w = (Ai -h g ( w y v )) w , (2.6.24) 

其中 

9= [ f r u {( f { v ) ^ sw y v)ds - ( f r ( v ) [ g ^ ifiv ) ^ sw , v)ds € C r-1 . 

Jo Jo . 
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此夕卜，由 （2.6.17) 和 （2.6.21) 有 


漱 0) 


对向量 切⑷ 的范数，由 （2.6.24) 有 


II 切⑷ 11^1 卜 ⑷II =〈切⑷， （4 g(w,v))w(t)) 


因为贞0,0) = 0,只要||如||充分地小，有 


I 〈忉⑴，咖，咖⑷〉 I <歹11忉剛 2 . 


因此 


W V 

d n n 、 ( w , Aiw ) 

现在按照与定理 2.4 的证明相同的步骤，得到 


IM. 


^\\ w \\ ^ (Re A x 一 e )| M . 


最后，我们得到 


|| 忉⑼ | > e 


(Re 入 1 一 


〜 IWI ， 


(2.6.25) 


即 (2.6.18) 成立. 

现在我们证明， 如果初始点在 W。 的外面，相应的轨线与主子空间 v = 0 相切 
地趋于 O . 为此，我们考虑值冲）=/ 0,并证明当 t — +oo 时外 ）— 0, 
对 d\\w(t)\\/dt 我们有估计 (2.6.25). 类似地，从 (2.6.23) 可以得到 


dt 


M 彡 （Re A m+ i + e)\\v\\ + \\w\\ max ||^||, 


其中最大值是在点 O 的直径为 H 2/ WII 的邻域内取.由此以及 (2.6.25) # 


(2.6.26) 


|^|| dt 


M - 


之 1 卜 11 dt 


3ilM 彡 — "之 


其中 /i = Re A m+ i 一 Re 入 i + > 0且 

/ c ( t ) ~► 0 


当 


+ oo . 


(2.6.27) 


(2.6.28) 


由 （2.6.27) 我们得到或者 

at 


t 


z(t) ^ zoe-^ + e ~^ s) K{s)d, 

Jo 


为了证明 2 ⑴— 0,我们必须证明 


t 


I(t)= e-^ l - a) K{s)ds^0 当 

Jo 


oo 
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任意 T > 0,我们可以写为 


因此 


I(t) = / e"^ t ~ s) K{s)ds / e'^ s) 

o Jt 



{s)ds, 


I ( t )^ e ^ 1 



T 


e^ds I maxK(s) 



t 


^ l - 9) ds 


⑷ 






ii^xk{s) 


(2.6-29) 


由 (2.6.28), 当我们选取充分大的 T 时 (2.6.29) 中的第二个被加项变得无穷小. 
选择充分大的 t ，(2.6.29) 中的第一项也可以变得无穷小.因此，当 f — +00时 j ⑷— 
0 . 

由此，如果⑽/ 0 ,则即不在 Wf Q % 内的任意轨线当 f — + 00 时与 

主子空间相切地接触.特别的，这导致 Wf Q a c 是唯一的在点 O 与非主子空间相切的 
m 维光滑不变流形. 

为了对从出发的轨线证明估计（2.6.19)，我们注意系统 （2.6.23) — (2.6.24) 
在非主流形上的限制为 


v = A 2 v + g{ip(v),v), (2.6.30) 

点 O 是具有特征指数 （ A m +1 ，…， A n ) 的稳定平 衡态. 因此，由定理2.4,对系统 
(2.6.30) 的指数估计 (2.6.19) 成立.定理证毕. 

还应该指出，这个关于非主流形的定理对系统 （2.6.30) 也成立.这导致从 W^ c 
出发的大部分轨线以速率趋于 O . 其余较快趋于 O 的轨线组成 - 光 
滑流形 W ^ c \ 这个流形在 O 处切于对应于4的满足 Re \ < Re A m+1 的特征指数 
Ai 的特征子空间.非主流形定理也适用于在上的系统，等等.因此，我们得到 
非主流形的分层 W SS , W ^ S , W SSSS ,-^ ,它们由趋于平衡点的速度不断增加的轨线所 
组成 • 

如同在线性的情形，按照主坐标上系统的性态存在两类基本的稳定平衡 态：稳 
定结点和稳定焦点.如果 m = 1，点 O 称为结点，即主特征指数 Ai 是单的 实数： 

0 〉 一 入 = Ai > Rc 入 i (i = 2,… ， n). (2.6.31) 

如果 m = 2,点 O 称为焦点，主特征指数由一对共扼复数组成： 

0 > Re Ai = Re A 2 > Re A* (z = 3, • • • ,n). (2.6.32) 

显然，如果点 O 是结点或焦点，则对任何与>1接近的矩阵仍分别保持结点或焦点. 
反之，当 （2.6.31) 和 (2.6.32) 都不成立时,对矩阵 Z 的小扰动总是确保这些关系至少 
有一个成立. 



• 54 • 


2 章动力系 统的结构稳定平衡态 

在平衡态是结点的情形，非主流形是 ( n -1) 维的，它将点 O 的邻域划分为两个 
部分 • 外的轨线沿着两个相反方向与 w 轴相切地趋于0,对于第一个部分是从 

w > 0这边，而对于第二个部分是从 w < 0 这边.对主坐标 u ;， 方程 （2.6.24) 有形式 

yj = 一 Au ， + o ( w ). (2.6.33) 


显然从每一个部分出发的轨线都单调地趋于 O (见图 2.6.1 和图 2.6.2). 


图 2 . 6.1 



稳定结点.存在强稳定局部流形的某个分层.任何轨线单调地收敛于结点 O , 



图 2 . 6.2 与图 2 . 6.1 相反，轨线收敛到结点的轨迹包含有振动特性，即焦点. 


当平衡态是焦点时，非主流形是 （n - 2) 维的，它不将 O 的邻域划分.如果 
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Ai }2 = -p 土。，则主坐标方程 (2.6.24) 可以写为 


= {—p H - )^i — (tu H - )w2, 

^2 — (一 p H - )W2 + ( 忉 H - )wi, 


(2.6.34) 


或者在极坐标下写为 


十= (一 P+ •■•)”， 
0 = 0； + …， 


(2.6.35) 


这里省略号表示髙阶项. 

从 (2.6.35) 可看出趋于 O 的轨线的运动具有振动特性.不在内的轨线螺 
线式趋于0,没有任何固定方向，但与主平面 r == 0相切，如图 2.6.3 所示. 



对非线性系统的稳定平衡态，非主流形起着类似于线性情形时非主不变子空间 
的作用.回忆在线性情形平衡点也有主不变子空间，但它与非线性情形就没有足够 
的类似.其区别在于，一般非线性系统的主流形可能只有有限的光滑性. 

例子.二维系统 


W = — 忉， 

v = 一 2 i ; + w 2 ^ 


(2.6.36) 


在原点 O 有稳定结点.其通解是 



v = voe^ 2t 4- w ^ te ^ 21 . 


(2-6-37) 




图 2 . 6.4 只有非主局部流形 W ^ c . 结点的主局部流形 W ^ c 不能唯一确定. 


如果我们取两条轨线，一条在区域 W > 0内，另一条在区域 W < 0内，它们的并和 o 
组成的不变流形在 O 处切于主子空间见图 2.6.4. 任何这样的流形可以被认为 
是主流形，但每一个在点 O 仅有 C 1 - 光滑性，因为由 （2.6.37) 有 


dv 

dw 


w 0 


wq + 2wot 


故 


dPv 

dw 2 


2vp 

^0 


— 2 -h 2tj 


d 2 v 

dw 2 


因此， 当 t — + oc 时 ^ — + oc . 在一般情形，下面的定理成立（证明见第5章). 

定理 2.6 系统 （2.6.16) 有 m 维不变主流形 W x L oc , 它在平衡态 O 与子空间 
0相切，且它的光滑性等于^ 1,其中 


定理 2.6 


TL 


Re A m 十 1 

Re \\ 


(2.6.38) 


这里 M 表示严格小于0：的最大整数 


注1 一般来说，主流形不唯一（见上面的例子). 

注2 由 (2.6.38) 得知，当 Re Ai 趋于零时，主流形的光滑性增加到 oc . 

将时间改向 f - 1 就可将 Rc 乂〉0 (i = 1，… ， n ) 的情形化为上面考虑过的 

情况.因此下面的估计成立： 


||y ⑷ |1 彡 Ce (minRe Ai '- e)|t| y 0 对 * < 0. 


(2.6.39) 
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这意味着这样的平衡态是指数式完全不稳定的.与稳定平衡态完全类似（但对 
- OC )， 可定义非主流形和主流形 W ^ c . 按照轨线在主坐标下的性态我们选 
入两类基本的平 衡态： 

-当最靠近虚轴的特征指数是实的且单时（即重数 m = 1), 不在中的 

轨线当《 —+ oo 时沿着与主轴相切的两个相反方向之一离开 O . 这样的平衡态称为 
不稳定结点. 

一 当一对单的共轭复特征指数最靠近虚轴时，所有不在中的轨线当 
^+00时不以任何固定方向螺线式离开0,但与主平面相切.这样的平衡态称为不 
稳定焦点. 
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设结构稳定平衡态 O 的个特征指数位于虚轴的左边， (n - fc ) 个位于虚轴的 
右边，即 Re 人 < 0 一 = 1 ， ... ， A: 和 Re \ > 0, j = fc + 1 ， … ， n ， 其中 fc ^ 0, n. 

我们已经在 2.5 节看到，这样的平衡态有分别局部同胚于 A : 维和 （n - fc ) 维圆 
盘的稳定不变集 ^ oc 和不稳定不变集 W ^ c . 不变集和 W ^ oc 仅在一点即平衡 
态 O 相交.如果我们拋开 O , 两个集都由半轨线 组成： 由正半轨线组成， 

由负半轨线组成. 


和 ^ loc 沿着鞍点邻域外的轨线延拓，使我们得到平衡态 o 的大范围稳定 
不变流形和大范围不稳定不变流形 W \ 在线性情形它们刚好是矩阵4的维 


和 （ n - A :) 维不变子空间.在非线性情形，流形和可能是以非常复杂的方式 
嵌人我们将在下面看到，和在相空间中的相对位置是如何极大地影响 
着系统的大范围动力学.这就是这些流形的计算（如果可能就分析计算，或者数值计 
算）是特殊系统定性研究的关键因素的一个理由. 

我们必须强调，从 Grobman - Hartman 定理得到的结果还不能允许我们确定 


或者或者对它们的光滑性进行估计.同时，局部流形和 W , u oc 是有定义的 
光滑对象.解析系统中鞍点的解析不变流形的存在性被 Poincare 以及 Lyapunov (借 
助于所谓条件稳定性）用不同方法证明.对光滑系统 Perron 和 Hadamard 得到了类 
似的结果. 

线性非奇异的变量变换将鞍点平衡态附近的非线性系统化为下面的 形式： 


u = A-u^f{u^ (2.7.x) 

v = A^v 4- p(u, i?), 

其中 it € R k jV € M n_fc ，谱 = { Ai , - - • , Afc }， 谱乂 + = { Afc + i ，...， A„}，f 和 g 是某 

个-光滑 （r > 1) 函数，它们和它们的一阶导数在原点为零. 

定理 2.7 结构稳定鞍点 O 有 C 7 * - 光滑不变流形和(见图 2.7.1 和 
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我们在下一节中证明这个定理. 

流形和的不变性条件可表示为 

v = ip’ 、 u、ii 当 = ^{u) y 
ii — ip f (v)v 当 u = 

或者 

i!){u) -^-g(u,ip) = 7p f (u)(A^u-\- f(u, ^)), (2.7.6) 

A~(f(v) -{- f(ip,v) = ^{v){A^v-\-g{^p,v)). (2.7.7) 

关系式 （ 2 . 7 . 6 ) 和 (2.7.7) 给出了计算鞍点附近不变流形的算法.首先，我们将 p 和 
rp 展开为具有符号系数的 Taylor 级数，然后把它们代入 （ 2.7.6) 和 （ 2.7.7) 再合并同 
类项.所得公式允许我们通过函数/和 g 的 Taylor 系数逐个地确定函数 p 和 0 的 
展开式中的任何项， 

例如，对二维解析系统 

U = —\u -h ^2 OiijU l V j , 
v =z ^ /3ijW ， 

i + J )2 

方程 (2.7.6) 有形式 

70 + ^2 — ^{u){ — Xu -f- ^2 

i + j )2 

如果我们将具有未定系数你的表达式 

^(u) = rp2U 2 + ^u 3 H - 

代人这个方程并令 tx 2 的系数相等，得到 

7*02 + /?20 = - 2A02 ， 




030 + 011^2 — 2 ^ 2^20 

3 入 + 7 



由此得 
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重复这个步骤，逐步求得函数 0 的 Taylor 展开的所有系数.计算第 m 项的系数的 
公式 如下： 

( mA +7)*0 m = 

其中 7 m 仅依赖于有限个系数 a 和以及 0 表达式中的前面 （m - 1 ) 个系数.可 
以证明当 m 增加时系数迅速地衰减，故级数收敛. 

按照前面对非主流形使用的方法，可以用变量变换 


《= W —必⑻， 

ri = v - ( f ( u ), 

在 O 附近将和局部直化.在新坐标下不变流形的方程变成 


^ ioc ^ = 0 , U = 


由不变性得当 7 / = 0 时 7 ) 
系统可以写为 


其中心 e C — 1 且 


0 以及当€ = 0 时 € = 0 . 

4 = (乂 一 + 打 1(C ， WK ， 

(2.7.8) 

V = ( A + + / l 2( C ，”))”， 

〜 (0,0) = 0 ， t = 1,2. (2.7.9) 


为方便起见，我们记具有正实部的特征指数为 71 ，… n 还假定特征指数按 
次序满足 


Re Afc 彡…彡 Re A2 ^ Re 入 1 < 0 < Re 71 彡 Re 72 彡…彡 Re 
函数 / H ， 2 在鞍点附近很小，因此，只要轨线留在鞍点的邻域内，不等式 

Ai+^iiewii 对 00 ， 

(Re 7 i - e ) II^WII 对 t < 0 

在 Jordan 基下成立（见定理 2 . 4 的证明).积分得 

|| 玢)|| 彡 e( R “出)对 t > 0 , ( 2 . 7 . 10 ) 

Ht )\\< e ^ ^-^{{rjoW 对 ^ 0 . ( 2 . 7 . 11 ) 

由这些估计得知，不在和中的轨线当 t — 士 oo 时必须跑出鞍点的任 
一小邻域.此外，正半轨线在鞍点附近停留的时间正比于 In 1 ) 77011 ， 负半轨线停留的时 
间正比于 ln || e 0 ||. 
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系统 (2.7.1) 在它的稳定流形: w = ^( u ) 上的限制是由方程 

•ii = A-u-^h^u^u)) (2.7.12) 

定义的，因此点 O 是上的稳定平 衡态. 对于一般情形，它或者是结点 （只 要仅 
有一个主坐标)，或者是焦点（只要存在对应于一对共轭复特征指数的两个主坐标). 
系统在上的限制变成 


心 = -h "2( 咖)， r ). (2.7.13) 

点 O 在这里是完全不稳定平衡态，一般地，它是结点或者焦点. 

现在，完全类似于线性情形，按照它们在主坐标下的性态，我们可以选择四个鞍 
点基本类型： 


• 鞍点：在和上的结点. 

•鞍-焦点 （2,1): 在上的焦点和在上的结点. 

• 鞍-焦点（1，2):在上的结点和在上的焦点. 

•鞍-焦点 (2,2) : * Wil c 上和在 W ^ c 上的焦点. 

定理 2.5 和定理2. 6 对系统 （2.7.12) 和 (2.7.13) 成立.由此得知中存在 
非主和主稳定不变子流形以及中的不稳定不变子流形 W ^ C , W ^. 
另外，我们将以描述鞍点平衡态的三类更光滑的不变流形的存在性作为本节的结束. 


引入记号 



八 

A 

Re Ai 


(2.7.14) 


r U L = 


7 

Re 7 i 


(2.7.15) 


其中 a 和 ^ 分别是最靠近虚轴的非主稳定和非主不稳定特征指数的实部, h 如前 
表示严格小于 X 的最大整数. 

定理 2.8 在鞍点型结构稳定平衡态的小邻域内存在以下光滑不变 流形： 


• cminC ^ r ^) _光滑扩展稳定流形 , 它包含并在点 O 切于线性化矩阵 
的稳定与主不稳定特征空间的直和（因此，与 W ^ c 横截相交). 

• C min(r,r aL ) _光滑扩展不稳定流形它包含并在点 O 切于线性化矩 

阵的不稳定与主稳定特征空间的直和 （ 与横截相交). 

• C min ( r , r ^, r u O _ 光滑主鞍点流形 f ) • 

这个定理的证明将在第 5 章给出.我们仅指出， 一 般地，流形不唯一，但是 
任何两个这样的流形在 W { oc 的每一点处有公共的切线.类似地，任何两个流形 
切于的每一点. 
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2.8 鞍点附近的解.边值问题 


这一节我们讨论非线性系统在鞍点平衡态附近构造解的方法.整本书中我们都 

将用到这个方法，特别地，用它来证明鞍点平衡点的稳定和不稳定流形的存在性以 
及光滑性. 


考虑 n 维系统 


u = Au + 
v = A + v -h g { u , V )， 


( 2 . 8 . 1 ) 


其中 e R k ,v eR m (ki-m = n), / 和分是 C - 函数 （ r 彡 1 )， 它们以及它 
们的一阶导数在原点为零 • 假设谱= { A ：,... , A ^} 严格位于虚轴的左边，谱 
^ 4 " = {71， … ,7 m } 严格位于虚轴的右边. 

当构造系统 (2.8.1) 在鞍点 O 附近的解时，考虑到其非线性性，我们会有许多困 
难.首先，系统的轨线可在点 O 附近停留非常长的 时间； 初始点越接近于 ^ oc , 停留 
的时间就 越长. 此外，如果初始点在上，这个时间等于无穷.因此，我们需要能 
在无穷时间区间上起作用的式子.显然，这里的主要障碍是在鞍点附近的初值问题 
的不稳定性.例如，考虑线性化系统初值问题的解 


u(t) = e A t uo ) v(t) = e A+t vo, 

当我们加入小扰动到 Vo 时，我们可以估计的相应增量，它由 

\\Av(t)\\ = ||e^ +t At;|| > ||A V || 

给出.这个不等式表明初始数据的任意小扰动可能引起解的有限改变，只要积分时间 
充分地长.这一类不稳定性不仅出现在计算机模拟中，也出现在解析表达式的递归 
构造中.因此，如果我们从线性系统的解开始，用逐次逼近法找系统 (2.8.1) 的解，我 
们将在第 m 步出现 ( e A + t v 0 r 类型的项，即具有任意大指数的项. 

当然,在完全不稳定平衡点附近也会产生同样的问题.但是，在这种情形初值问 
题的解关于时间反向变得稳定.但在鞍点的情形，作变换 t 以后，解关于变量 
v 变成稳定的，但关于变量 u 就变成不稳定的. 

克服这些障碍的主要思想是关于变量 u 按将来时间积分这个系统，对变量 r 按 
过去时间积分.更明确地说，代替求解初值问题，我们必须求解下面的边值 问题： 
任给 u 0 和 VI ， 其中 ll^oll < e , || t ； i || ^ e 以及任何 T > 0, 在区间 f € [0, T ] 上 
求系统（ 2 . 8 .1)的解，使得 


u(0) = v i r ) — v \- (2.8.2) 

对线性系统这个边值问题的解有形式 

u ( t ) — e At uoy v ( t ) = e ^ A + ^ T ~^ vi ， 


(2.8.3) 
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由于对所有的 Z € [0, r ], || e ^|| 和||6-^^)||都有界（见不等式 (2.3.17)), 这个解 
关于初始值 ( uo . vur ) 的扰动 稳定. 这个方法可应用到非线性的情形.我们将看到， 
非线性系统边值问题的解可以从线性问题的解 （2.8.3) 开始用逐次逼近法得到. 

定理 2.9 对充分小的 e >0 和任何 r ^ O , 以及满足 | M | Ihll 彡 e 的 Wo 
和 W ，边值问题 (2.8.2) 的解存在唯一且连续依赖于 ( u Qi v u r ). 

对二维系统，这样的解的存在性在几何上是显然的，见图 2.8.1. 在点 O 的小邻 
域内存在无穷多条轨线从直线 = 开始，终止于直线1； = t / i . 飞行时间可从零到 
无穷 • 



图 2.8.1 



鞍点附近的边值问题.当在 li = tx 0 附近的初始点趋于稳定流形 t ; = 0时飞行时间 


对于一般情形，定理2,9的证明是解析的.考虑在区间 t € [0, r ] 上关于函数 u ⑷ 
fUv ( t ) 的积分方程系统 


= e A 1 uq e A f ( u ( s ) y v (8 ))ds 

Jo 


( t ) 





(2.8.4) 


⑷ ，咖 )) ds 


对公式 (2.8.4) 的右端关于《微分，我们可以容易地验证这个系统的任何连续解 
{ u ( t )^ v ( t )} 是系统 (2.8.1) 的解.此外，由 u (0) = u 。 和 u ( t ) = Vi ， 系统 (2.8.4) 
的解就是我们期望的边值问题（ 2 .8_ 2 )的解. 

其逆也真.设 { u ( t ), v ( t )} te [0} T ] 是边值问题的解•由（ 2 .8.1)得到 


去 ( e - AU v ( t )) = e-A 咖 O ⑹， 
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由此 


A 


l u ( t ) = + 



t 


f { u ( s ) y v { s))ds 


A + t 


V ⑷ + 



0 




g ( u ( s ), v { s))ds 


A + 


Vly 


t 


因此， (2.8.4) 成立. 所以边值问题的解等同于积分方程系统 (2.8.4) 的解 
我们将用逐次逼近法构造系统 (2.8.4) 的解.作为第一个近似，选择 

w ⑴⑷ = e " 4 W 1 )^) = 

对每一次逼近将使用公式 



t 


(n+1) (0 = + / e r (t — s )/(u ⑻⑷ ，”( n ) ⑷)心， 

0 


一+”⑴ = e -A^(r-t) v 



⑷⑷， 2； ⑷⑷) 心. 


(2.8.5) 


t 


我们将证明这个序列一致收敛于某个极限函数 K ( t ),^(<)}. 首先，证明对一切 n 
和 t € [0， T ] 有 


当 


lk (n) WII^2e, "Z ； ⑷⑽《 2 匕 

1时，由 || u 0 || 彡 e 和|卜||彡 e 以及不等式 


( 2 . 8 . 6 ) 




^ \t 


II 




(2.8.7) 


可知结论成立，其中 A > 0和 7 > 0是使得矩阵 A - 的谱严格位于复平面中直线 


Re z = -A 的左边，以及矩阵 A+ 的谱严格位于直线 Re 


7的右边. 


利用数学归纳法对一切 n 证明不等式 （2.8.6). 首先，由于/和9以及它们的一 


阶导数在点 O 为零，得知 


9(/, 9) 




d ( u , v ) 

II /，夂 II < 咖，叫 I ， 


( 2 . 8 . 8 ) 

(2.8.9) 


其中 ||u,v|| 表示 max{||ti||,||i;||}. 在这个方程中常数 (5 可通过缩小点 O 的邻域而变 
得任意小.选择足够小的 e ， 使得对鞍点的 2 e 邻域中所有的 u 和 z ;, 不等式 


2(5 max ( A ' l ,7 _1 ) ^ 


( 2 . 8 . 10 ) 


满足•从 （2.8.5) 和 （2.8.9) 我们得到 


t 


彡 lM + q e - 入 ( h )| 卜⑷⑷ y n ) ⑷ "心 



v^ l \t)\\ ^ Hull + 5 / e-^^\\u^(s),v^(s)\\d s , 


t 



由此 
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| ix (n+1 ) ⑷， 7/ n+I) (t)|| 彡 £： + <5 max ( A —'7 — ” max "u ㈤ ⑷， i/ n) (s)|l. 


利用（ 2.8.10 )，如果 


|| zx (") ⑴，” (n) ⑷ || 彡 2 s 


那么 


卜 ( n+1) (Oy n+1) ⑴II ^28 


即 (2.8.6) 对一切 n 成立.我们现在证明 


max ||u ( n+1 ) ⑴一 u ⑷⑷ yn+WO 一 ^ (n) WII 

0< t^T 

^ ^ max W ( n ) ⑷ 一 V 71 - 1 ) ⑷， t ; ⑷⑷ — 一一 1 )⑷ 11. 
2 


( 2 . 8 . 11 ) 


事实上，由 （ 2.8.5) 有 


|| w ( n + l ) ⑷一 u ( n ) ⑽ 


< r iie A_(t - ， "/(u (n) ⑷ y n) ⑷)一 / 一 -” ⑷户-”⑷川心 
Jo 


因此，考虑到不等式 




从 （ 2.8.7) 和 （ 2.8.8) 我们得到 


|| w (n+l)^_ u (n)_ 


《 5A- 1 max | 卜 ㈨ ⑷ - 以一 1 ) ⑷， v ⑷⑷一 一一 ”⑷ |1 


类似地， 


iyn +1) ⑷ _ p ( n ) ⑴|| 


^ 57' 1 max ||u( n )(s) — w( n - Ms )，” ⑷⑷一 t/ n 一 ⑷ ||. 


由于对所有 n 值以 n) 和 v ⑷ 位于鞍点的 k 邻域内，在最后两个不等式中的 5 
满足（ 2.8.10 )，因此得到不等式 （ 2.8.11). 


由 (2.8.11 ), 级数 


( u (n+i) ⑴一 w ( n ) w ^ ( n +1) w - v ( n )( o ) 
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以系数为1/2的几何级数为优 级数. 因此这个级数一致收敛于某个连续函数^⑷， 

由构造， { u *( t ), v *( t )} 是逐次逼近 (2.8.5) 的极限.在 (2.8.5) 中令 n — oo 取 
极限,我们得到 { txW ( t )} 满足关系式（2.8.4)，即我们有边值问题的解.由于一致 
收敛性， K ⑷，…⑷}连续地依赖于初始值 ( u 0 ) v u r ). 

为了证明唯一性，假设方程 （2.8.4) 有第二个解{ V ⑷ 〆 *(0}_冲于是利用 
证明不等式 （2.8.11) 的相同算法，可以证明对一切 t e [0，爿有 ' 

|| V ⑴一 ⑴一 V ( t )|| 

即 Zl ** E 和 ?；•* E 证明 完毕. 


注从证明可明显得知，当系统 （2.8.1) 右端的函数/，0明显依赖于时间6时， 
关于边值问题解的存在性和连续性的结论成立.这里要求对所有 t ， 函数/和0在 
u = 0， t ; = 0处必须为零，且它们关于 U 和〃的导数的范数关于 f 一致有界，上界为 
小常数5 (见不等式 （2.8.8) — (2.8.10)). 我们强调，函数/和 g 关于 t 的光滑性没有 
要求. 

定理 2.10 边值问题的解•-光滑地依赖于 ( u 0 , v u t , r ). 

证明 设是边值问题对应于 ( u 0 , vi , r ) 的解.记?; 0 = ^*(0). 
轨线 { u \ v ^} 作为初值问题的解是 CT - 光滑地依赖于 （ UQ , t ； o ， t ， T ) 的.因此为了证 
明这个定理，我们必须证明吻光滑地依赖于 ( u 0 ^ i , t , r ). 由于 w = t ) 是关 

于 {uQ,vo,t,r) 的光滑函数，只需验证（按照隐函数定理）导数 dvi/dvo = dv*/dv 0 \t=r 
是非奇异的. 


导数仇 0 和 dv */ Dvq 可以作为变分方程系统 

U = A~U^ r u {u\t)^(t))U^ v\t))V, 

V = A^V ^ g f u ( u ^ t ), v ^( t))U ^ 


( 2 . 8 . 12 ) 


满足初始条件 


f/(0) = 0, V(0) = / m 


(2.8.13) 


的解来求得，其中 & 黑，三 蒜丄是 ( mxm ) 刪矩阵.导数矩阵栽 s 則 

非奇异的事实意味着存在矩阵 Q ， 使得 


V(t)Q = / m . 

此外，我们指出，如果这样的矩阵 Q 存在，则 



(2.8.14) 


(2.8.15) 
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方程 (2.8.12) 关于变量和 V 是线性的，因此，如果对 (2.8.12) 的左右两端乘 Q ， 容 
易看出 G 三 C / Q 和女三 VQ 也满足方程 (2.8.12). 再有，为了使得 （2.8.13) 和 （2.8.14) 
都满足，下面的条件必须 成立： 


^(0) = 0, V{r) = I m . (2.8.16) 

因此，导数矩阵 d Vl /dv 0 非奇异，当且仅当变分方程系统的边值问题 （2.8.16) 有解. 

为了完成这个定理的证明，我们指出，变分方程系统 (2.8.12) 的边值问题 (2.8.16) 
的解的存在性和唯一性由上一个定理的注可得知.此外，系统 （ 2.8.12) 的右端关于 t/ 
和 V 的导数分别是(没有常数矩阵和 A _ W ( t )， V ( t )) 和⑷， f ⑷)，由 
此得知，它们可以如同系统 （ 2.8.1) 的右端的非线性部分关于 u 和 r 的导数一样用 
同一个常数6来估计.因此，变分方程系统的边值问题对 || u 0 ^ i [[ 可解，其中 e 

可以取得如原系统边值问题中的一样. 

由证明着出，系统 （ 2 .8.1) 的边值问题的解 （ u* ⑷ 〆 ⑷） 关于^的导数是 

d(u^t) }V ^t)) = _ ⑴， I；•⑷) (dviy 1 

dvi dv 0 、 dv 0 J 

= (U(t),V(t))V(r)^ = (U(t),V(t)) 9 

其中 (l/,V) 是初值问题 (2.8.12),(2.8.13) 的解， (U } V) 是边值问题 （ 2.8.12) ， (2.8.16) 
的解. 

类似地，我们可以证明关于仰的导数可作为边值问题 

U(0) = / n , V(r) = 0 (2.8.17) 


的解求得. 

综上 所述： 系统 （2.8.1) 的边值问题的解关于 uq 和％的导数，可作为对方程 
形式微分和边值条件所得的边值问题的解求得. 

用同 样的方法可以 证明， 如果系统 （ 2.8.1) 光滑地依赖于参数//的某个集合，则 
K,^} 关于 m 的导数可以作为由系统 （ 2.8.1) 关于#形式微分得到的非齐次变分 
方程系统的边值问题 


U{0) = 0, V{r) = 0, (2.8.18) 

U = A-U ^ r u {u*{t)^{t)^)U 

^-fv(^{t),V m (t) y fi)V + / 二 (U*(t) ， v*(t )，//)， 

(2.8.19) 

V = A^V + g f u {n^t),v*{t)^)U 

⑷ 〆 (*)， m ) V + O ) 


的解求得. 
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如同齐次方程边值问题的解，问题 (2.8.18), (2.8.19) 的解可作为积分方程系统 

即） = f Q ^~^ S \f f u{s)U{s)^ f v {s)V{s)^ 以 s)]ds, 

fT ( 2 . 8 . 20 ) 
V ⑷ =-/ 〆，(“)[< ⑷ f/ ⑷ +< ⑷ V ⑷ +< ⑷ j 心 

的逐次逼近的极限得到. 

逐次逼近的一致收敛性的证明类似于定理 2.9 的证明 • 收敛性的关键不等式 
(2.8.11) 在与定理 2.9 相同的条件 


9) 

d ( u , v ) 




下成立，即对于 e 边值问题 (2.8 J 8), (2.8.19) 的唯一解存在，其中 e 与原来系统边值 
问题的解的相同. 

关于变景 ( uo ,^) 的高阶导数也可以作为一变分方程 (2.8.12) 的变分方程的 

边值问题的解求得.由于变量 ( u Q , v 1 ) 不再是 緊:: 的边界条件（见 （2.8.16) 和 

(2.8.17)), 它们出现在方程 (2.8.12) 中时仅作 为参& ( k 是因为系统 （2.8.12) 的右端 
依赖于卜•⑷ 〆 ⑷}，而 K ( t ),^(0} 依赖于 ( u Ql v l )) y 由此得知二阶导数和更高阶 
导数可用类似%方法作为类似于 （2.8.18) 和 (2.8.19) 的非齐次边值问题的解得到. 

例如，对 Hf ) 的边值问题由变分方程 (2-8.12) 关于的形式微分以及边 
值条件 (2.8.16) 得即由 


z = A-z^-r u z^r v w 

fwv + fwv ' 

W=A^W + g / u Z^g / v W 

(/ • + IW + ffU.V. +CVV, 

Z (0) = 0, W { r ) = 0 


得到.其中我们引入了记号 


tr ⑷ 


du *{ t ) 

dvi 


w ) 


一 ㈣ ) 
一 dvi 


Z 


d 2 { u *) 

d ( v x ) 2 


W 


d 2 ( v ^) 

9(^ - 


我们说明如何用这个理论来证明稳定和不稳定流形的存在性以及光滑性（上一 
节的定理 2.7). 我们将仅考虑稳定流形的 情形； 对不稳定流形改变 （2.8.1) 
中的时间方向对所得系统重复这个方法. 



2.9 光滑线性化问题.共振 
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注意，关于逐次遥近 (2.8.5) 的一致收敛性以及因此的变分方程 (2.8.12) 的边值 
问题的逐次逼近，和关于非齐次变分方程 (2.8.19) 以及变分方程的变分方程等等的 
结论，对所有的 T ^ 0包括 T = 


+00仍成立.因此，满足 


T = 


的系统 


+ oo 时从 （2.8.4) 得到 



t 


u { t ) = + / ( h )/( u ⑷， t ; ⑷)心， 


0 







( 2 . 8 . 21 ) 


t 


对所有 ll^oll 有唯一解，该解对 t > 0位于点 o 的 k 邻域内.此外，这个解 e - 
光滑地依赖于 Uo . 

直接微分容易验证系统 (2.8.21) 的解也是系统 （2.8.1) 的解. 

反之，由定理 2.9 的证明，关于系统 （2.8.1) 的任何解{_)，_)}，其对所有的 
t ^ O 都停留在 O 的小邻域内，我们有满足 u 0 = u (0) 和^ = v ( r ) 的关系式 （2.8.4) 
对任何 r > 0成立 • 因此，在关系式 (2.8.4) 中取极限,我们看到，系统 （2.8.1) 的任何 
有界解满足积分方程系统 (2.8.21). 

从而，对任何满足卜 o || < e 的 u Q ， 存在唯一 的如， 使得从 ( uo , v 0 ) 开始的轨线 
当艺 —+ oo 时不离开鞍点的邻域.记吻= iP ( u Q ). 由定义，所有点 ( uoMu 0 )) 的并是 
系统 （2.8.1) 的不 变集： 它是由对一切 i > 0仍停留在平衡态 O 的邻域内的所有轨 
线组成.特别的，这个集包含点 O 自 d ; 即 ^(0) = 0. 由于分 e C ' 这个集合是光滑 
不变流形.在这个流形上系统写为 


U = A~U^ 

由于导数尨和尨在原点为零，线性化方程是 

u = u . 

A - 的谱位于虚轴的左边，因此 O 在所考虑的不变流形上是指数式渐近稳定的.这 
意味着在这个流形上的所有轨线当 t — + OC 时趋于 O . 即这个光滑不变流形是 O 
的稳定不变流形现在我们已经证明了 的存在性和光滑性，这就完成了定理 
2.7 的证明. 

最后，我们指出，将不变流形的存在性问题化为求解积分方程的这个方法是 Lya ¬ 
punov 提出的，特别它对研究非自治系统相当有用. 

2.9 光滑线性化问题.共振 

我们先前讨论过（见 2.5 节的 Grobman-Hartman 定理）在结构稳定平衡态的邻 
域内的系统 


x = Ax + f { x ) 
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拓扑等价于线性化系统 
其中 


V = Ay, 

/⑼= 0， ⑼ = 0. 


现在我们要问一个很自然的 问题： 能不能用某个光滑的变量变换 


(2.9.2) 


y = x -\- ip ( x ), (2.9.3) 

将系统 （ 2.9.1) 化为系统 (2.9.2)? 其中 p(0) = 0, ^(0) = 0. Poincare 第一个提出 
这个问题并考虑了解析的情形.我们注意，变量的光滑变换保持矩阵 A 的特征值 
(Ai, ,A n ) 不变，此外，当它如 （ 2 . 9 . 3 ) 那样局部接近于恒同时，矩阵乂自己也得 
到保持 • 注意到这样的变量变换是局部的，即光滑等价性仅在平衡态 O 的小邻域内 
成立. 

当将原来的非线性系统化为线性系统时我们遇到了许多困难，其中一个主要困 
难的原因是出现了共振. 

矩阵 j 的特征值 ( Ax ,..* , A n ) 的集合 { Ai ，… ， A n } 称为共振集，如果存在线性 

关系 

n 

Aa ： — (m, A) = mjXj, (2.9.4) 

其中 m= (mi, … ， m n ) 是使得 |m| = ^ 2 的非负整数组.这个关系本身称为 

共振， | m | 称为共振阶. 卜 

设函数 f ( x ) 是 - 光滑的，则它的展开式 


f{x) = , 2 ( 工 ） + ••• + /〜(:）+ o N {x) ( 2 . 9 . 5 ) 

成立,其中 fi ( x ) (Z = 2, • • • ， TV ) 是《次齐次多项式，后面的表示在原点处连同 
它的前 iV 阶导数都等于零的项. 

下面的引理是我们熟知的. 

引理 2.2 设 /( x ) € C N ， 且假设不存在 | m | < AT 阶共振，则存在变量的多项 
式变换 

y = x + < p2 { x ) + • • • + ^ tv ( x ) (2.9.6) 

(其中 w ( o :) (i = 2,…， TV ) 是 Z 次齐次多项式)，将系统（ 2 .9.1)变换成 


V = Ay J ro N (y). 


(2.9.7) 
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证明 将 (2.9.6) 代入（2.9.1)，我们得到 


N 


y = X -\-^2 


2 


difi ( x ) • 

~ d^ X 


= Ax-h f2 { x ) + ••• + fjv ( x ) - f - o N ( x ) 

N 




2 


d ^ Pi { x ) 

dx 


[Ac + f 2 ( x ) + • • • + /at(x) + o N ( x )} 


Ay - A ( p 2 ( x ) 

N 


Aip ^( x ) + , 2 ( X ) + ••• + / n { x ) 


+E 


2 


dfijx ) 

dx 


[Ar + ,2(x) + • • • + In(x)] + …， 


(2.9.8) 


其中最后的由省略号表示的被加项包含 TV + 1 次和更高次的项.剩余的项（除了 Ay ) 
必须互相消除，因此我们必须假设满足方程 

- A ^ 2 { x ) 4- / 2 ( x ) + Ax = 0， (2.9.9) 

满足 

-如 3( x ) + / 3 ⑷ + + ^^/ 2 ( x ) = 0, (2.9.10) 


< Pn { x ) 满足 


-Aip N {x) + / tv ( x ) + 


9^ pn { x ) 

dx 


Ar + E 

p 十 g=7V+l 


9^ Pp { x ) 

dx 


f q ( x ) = 0. 


现在我们对矩阵 4 是对角矩阵 



的情形证明这条引理. 


回忆列⑷和 fi ( x ) 是齐次向量多项式，即 

讲(工）=(奶 l ( x ) ，… ,<^ tfc ( x ), ••- ，約 n ( X ))， 
fl(x) = C/il ⑷，… ， flk(X) ，… ，/fn ⑷)， 

k = ]■，••• ， n . 


将多项式 ifik { x ) fU fik { x ) 表示为 


Pile ( 工） = 〉: Cmfc ^ 171 ， 

mi-f •••-+-TTl n 

fi 以 x ) = 

miH - 


(2.9.11) 
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方程（ 2 . 9 .9)— (2.9.11) 现在可以重写为逐个分量的形式 

- 入 kV> 2 k(X) + ^2 Xj X 3 + hk{x) = 0, 


(2.9.12) 


i=l UX ^ j=\ OX 0 




(2.9.13) 


^Nk(x)-\-j2 ^ ~dx^ Xj + + ^2 ^2 

J = 1 j j=l p-hq=N+l 


^^( x ) = 0, (2.9.14) 


其中 fc 


n. 


首先解 （2.9.12). 令同类项的系数相等可得方程 

[(771, A) 一 A^]c m ^ -f - d，mk z 

显然这个方程可解，因为没有共振，即我们可以求得 


^mk 


djnk 

Afc - ( m , A ) ? 


由此得到 if 2( x ) 的表达式. 


将 ％( x ) 代人方程（2.9.13)，得到 if 3 ( x ) 的未知系数的方程 

[( in , A ) — A / C ] c m fc + dmk = 0, 


(2-9.15) 


(2.9.16) 


(2.9.17) 


其中= d mJfc 是 (2.9.13) 中第二个和式中的，的系数.用类似的方 

法我们得到满足方程 （2.9.9) — (2.9.11) 的所有的❸(/ = 2,.-. , iV ). 

这就证明了当乂的所有特征值是相异实数时的引理（因为由变量的线性变换将 
A 化为对角形).如果存在单的复特征值，则将 Z 化为对角 块形： 


^kk = 如果 Afc 为实数， 

Akk = Ak+i^i = Rc X kj A k}k ^i 


A *： 十 i，fc = Im Xk 如果 A/c = Afc 


+i 


这里 * 表示复共轭.这个矩阵可用复坐标变换 

如果 Afc 为实数， 


x’ k = Xfe + ixk^i.x^ = Xk - iXk^i 如果入 fc = 入二 


十 1 


化为对角形.由于< 
数/满足 


+1 


坼.，得知对这样的 fc ， 它满足八= A ^ +1 是复数，有新函 


fi , k + i ( x f ) = fik { x f y . 
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现在通过 (2.9.12)—(2.9.14) 定义的坐标变换(^，对那些 fc 满足 


外知+1(工'）= m ( W . 

于是，显然实坐标变换 

N 

Vk = x k Re 

1=2 

N 

yk+1 = Xfc+1 + y^Im (fik(x’) 

1=2 

将系统变为所要求的形式 (2.9.7). 

在重特征值的情形，矩阵 A 可以写为 Jordan 形（实或复 的)： 特征值填满主 
对角线，加上一些不为零的上对 角元： 




因此，另外的项 


^k^Pl 9 k+l(x) 


和〜 


dipik 


可以出现在 (2.9.12)—(2.9.14) 显然，这并不改变引理的 结论： 所求的归纳定义的 
系数的关系式 (2.9.17) 保持相同，唯一不同的是，现在是由更宽范围的系 
数 _ 表示.就是说，是这样的 cw 的函数： 


(1) ) m f \ < |m|, 或者 （ 2) m' = m 和 k ; > fc , 
或者 （ 3) |m|' = |m| 和 -rrij 


(2.9.18) 


(当特征值是单的时只有情形 （1) 有可能).因此，我们可以按下面的方法在向量单项 
式， e fc (其中 e fc = (0 ? 0,... ，1，0，... ，0)) 之间引入偏序: 

k 


X 、 的次数高于的次数，如果 (2.9.18) 
中的三个选择之一成立 


于是公式 （2.9.17) 允许我们对高次和更高次单项式来逐个确定系数证毕. 

从 (2.9.15) 立即可以看出，在共振情形八= ( m ， A )， 不可能消除单项式 
因此，在共振情形下，充分光滑线性化是不可能的.用与引理 2.2 相同的方法，可以 
证明下面的结果. 


引理 2.3 设 /(x) € C' 则存在变量的多项式变换将系统 （ 2.9.1) 变成 

y = Ay + R ( y ) 4 - o N { y ), (2.9.19) 
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其中 

R (y) = [ b m ky m e k ， (2.9.20) 

(m ， A)=A fc 

这里 e fc 是第 / c 个基向量，共振单项式 y m ek 的系数可借助于满足 z < | m | 的多 
项式 fl(x) 的系数求得. 

现在设/( 0 ：)是 Taylor 级数.当 N 增加时，使得变童变换成立的点 O 的邻域将 
缩小. 此外，当 AT — do 时这个邻域可收缩到平 衡态. 因此，下面的两条定理仅考虑 
形式级数的情形. 

定理 2.11 (Poincare) 如果矩阵 4 的特征值是非共振的，则形式变换 

y — X- {- (p2(x) + …+ + … (2.9.21) 

将系统 (2.9.1) 化为线性形式 (2.9.2). 

定理 2.12 (Dulac) 变量的形式变换将系统 （ 2 . 9 .1) 变成 

y = Ay 4- R { y ), (2.9.22) 

其中 R ( y ) 是形式级数 

OC 

R ( V )^ [ b mk y m e k . (2.9.23) 

(77i,A)=Afc 

下面我们讨论这些级数的收敛性问题.按照 Arnold [10], 我们引人一些有用的预 
备 概念. 

考虑 n 维复空间 C n . 集合 


入灸 = (77i ， 77lj ^ TTlj ^ Oj 

j=l 

称为共振（超）平面，其中跔是 整数. 固定令 fc 和 m 变化我们可以 
得到这种平面的一个可数集. 

定义 2.4 集合 A = { Ai ,* • - , A n } 属于 Poincare 区域，如果复平面内的 n 个点 
入1,…，的凸壳不包含零.反之,集合/\ = { Ax ,* • - , An } 属于 Siegel 区域. 

Poincare 区域内的每一点至多满足有有限多个共振，且位于与其它共振平面不 
相交的邻域内.反之,共振平面在 Siegel 区域内是稠密的. 

定理 2.13 (Poincar6) 如果矩阵4的特征值是非共振的，且属于 Poincare K 
域，则具有解析右端的系统 (2.9.1) 可通过解析的变量变换变为线性系统. 
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Poincare 用优级数证明了这条定理，在他的叙述中主要要求通过复平面原点的 
直线的存在性条件，该直线使得所有的 n 个特征值 ( A 1? ..., A n ) 都位于它的一边. 

对于 Poincare 区域中存在共振的情形，定理 2.12 中定义的变量变换的形式级数 
收敛，因此下面的结果成立. 

定理 2.14 (Dulac) 如果矩阵 A 的特征值属于 PoincaM 区域，则解析的坐标 

变换将具有解析右端的系统 （2.9.1) 变为形式 


y = AyR{y), 


其中 R ( y ) 是由共振单项式组成的有限次多项式. 

在 Poincare 区域以外的情况比较复杂. Siegel 找到了关于特征值的一些特殊条 
件，使得在这些条件下线性化级数收敛且系统 (2.9.1) 仍可化为线性形式.指出下面 
这点是重要的，满足这些条件的特征值组成正测度的稠密集. 

Poincare ftJ Dulac 考虑过复解析系统.我们的兴趣在实的情形，对于实的情形， 
Poincare 区域由条件 Re \ < 0或者 Re \ > 0 (i = 1，…， n ) 确定，即其中的平衡 
态分别是稳定或完全不稳定的.如果存在特征值位于虚轴上，或者在左右两个半平 
面内，则系统落在 Siegel 区域内.例如，假设二维系统有鞍点平衡态，其特征值满足 

Ax < 0 < A 2 . 如果鞍点指标1/ = - A % 1 为有理数^ = 则存在类型为 

Ai = (rq -f l)Ai + prA2 , 

入 2 = Ai + (pr H - 1 )入 2 ， r =： 1，2,… 

的共振无限集. 

如果平衡态是鞍点型的，则即使集合 { Ai ,- - , A n } 不共振,零也是集合 

{(m, X) - Afc}|^| = 2 , = 1， •. •，n 

的一个极限点.对于这种情形，在由公式 (2.9.17) 确定坐标变换的系数时，我们就遇 
到了 “小分母”问题.这就是即使不存在共振,线性化级数还是可以不收敛（见 Bruno 

[18]) 的原因. 

如果我们不要求系统解析而要求是 C °° - 光滑的,情况变得不那么困难.这时下 
面的命题成立. 

引理 2.4 (Borel (见 Hartman )) 对任何形式幂级数 H ( y ), 存在 C °° - 光滑 
函数，它的形式 Taylor 级数与 R ( y ) 相同 • 

因此，下面的定理直觉上是可以理 解的. 

定理 2.15 ( Sternberg ) 设系统 (2.9.1) 是 C °° - 光滑的且没有共振，则存在 
光滑的变量变换将 (2.9.1) 化为线性 系统. 
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也存在类似于 Dulac 定理 2.12 的定理. 


定理 2 .1 6 对于 - 光滑的情形,存在 - 光滑的变量变换将系统 （2.9.1) 

变为 


V = Ay + R ( y ), 

其中 R { y ) eC OG , 且它的形式 Taylor 级数与形式级数 （2.9.23) 相同. 

因此，我们可以看出，独立的 C °° - 光滑系统在平衡态邻域内，可以或者化为 

Poincare 形式 

y = Ay 

或者化为 Dulac 形式 

y = AyR ( y ). 

这两个形式都称为规范形.由定理 2.15 和定理 2.16 得知规范形关于集合 A = 

的依赖性在 Siegel 区域内有不连续的特性.后者导致这样一个问 题:在 
结构稳定（鞍点）平衡态的邻域内能不能用具有有限光滑的变量变换将微分方程系 
统化为线性系统？这个问题是由 Sternberg [64,65] 提出的，他证明了存在依赖于矩阵 
A 的谱的数 K ( k ), 使得任何一个 C °° - 系统 


x — Ax -H ok ( x ) 

可以用 C fc - 光滑变换化为线性形式.只要 iV > 对 C 光滑的情形也成立.后 
来 ， Chen [20] 证明了任何 - 光滑系统 （ AT 彡 K ( k ; A )) 在结构稳定平衡态附近是 
C -等价于多项式向量场 

y = Ay ^2 My )- (2.9.24) 

1=2 

此外，我们可以假设这里的 f ( x ) 是共振多项式.至于数 K 的确切估计至今仍是一 
个没有完全解决的问题. 

上面的共振多项式规范形 (2.9.24) 可用~光滑的变量变换进一步简化.我 
们不准备进一步讨论这个课题，建议读者参考 Bronstein 和 Kopanskii [16] 的书，该 
书包含这个课题的最新成果和相关的参考文献.在这个理论中必须特别注意所谓的 
“弱”共振•用队，…，％)表示 Re A〗（i = 1, •♦- , n ) 的不同 值. 显然 ， p < n . 值 
(夕 1 ，…， 4) 称为 Lyapunov 指数.我们称关系 

v 

0 S = l \6\ -f • • • + l p 6 p = ( i , 9), 其中 ^ l p ^ 2 

i=i 

为弱共振.我们看到，弱共振概念不适用于复平面分析，因此线性部分化为 Jordan 
形.与共振的古典概念妨碍用多项式变换迸行线性化的情形相反，当我们用更宽一 
类变 M 变换将具有有限光滑的系统化为线性形式时就出现弱共振概念. 
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从非线性动力学观点看，我们的主要兴趣是 鞍点. 理由是鞍点可有两条属于稳 
定和不稳定流形的双向渐近轨线.这样的轨线称为同宿 回路. 当平衡态是鞍-焦点 
时，在某些条件下从同宿回路中可出现无穷多条周期 轨线. 对这个现象的研究始于将 
鞍点附近的系统化为较简单的形式.显然能将系统化为线性形式是比较理想的.但 
是，大范围分支的研究要求考虑系统的有限参数族而不是个别系统.将系统族化为 
线性形式是困难的，因为共振在 Siegel 区域内稠密.同时，大部分共振，除了少数例 
外，在同宿分支的研究中并不起本质作用. 

我们详细讨论一个被 Andronov 和 Leontovich 研究过的平面系统 例子. 考虑单 
参数系统族 

^ =入 1 ⑻工 + P(x，y，/x), 

y =入 2 ⑻？ / + Q (工， y ， M )， 

其中 P 和 Q 是 C N [N > 1) -光滑函数，它们和它们关于0：和2 / 的一阶导数在原点 
为零，且 A!(0) < 0 < A 2 (0). 假设当 /z = 0 时这个系统有分界线回路，见图 2.9.1 .并 

假设当// = 0时鞍点指标 p 异于1，即所谓鞍点量 <7 非零： 

a(0) = Ai(0)-f A 2 (0)^0. 



图 2.9.1 平面上鞍点的同宿回路. 


Andronov 和 Leontovich 证明在这些条件下,从分界线回路可以产生至多一条周期轨 
线.条件 

a(0)=Ai(0) + A 2 (0) = 0 

导致出现共振无限集 


Ai(0) = (p + 1)M ⑼ + pA 2 (0), A 2 (0) = gAi(O) + (g + 1)A 2 (0), 
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她使用的主要方法是相继消去非共振函数，即在形式 Taylor 展开中消去所有非共振 
的项.只要 JV 彡 4 K + 1，这个过程对 C 光滑族可进行.于是方程 (2.9.25) 中的函 
数伞 ( x ， y ,/ x ) 是 CK - 光滑的. 

在 Ovsyannikov 和 Shilnikov 的文章丨 48,49 j 3 中，消去右端非共振函数的概念在 
具鞍点同宿回路和鞍-焦点同宿回路的高维系统中得到了有效的发展. 

考虑依赖于参数 / i 的动力系统族假设 X ( fi ) 关于所有变量和参数是 
C -类的.我们就可将 X ( M ) 表示为 


其中矩阵 


A 2 {fi)u-^ f 2 {x,y,u,v,n), 

B\ (/i)y + 夕 i(x ， y ， tx ， i; ， M )， 

B 2 (fi)vg 2 (x, y y u, v, /x), 


(2.9.26) 


刪 


Ai (0) 


A 2 (0) 


3 Gonchenko 和 Shilnikov [27] 在鞍点周期轨道附近用了同样的方法，其它应用见 Afraimovich 以 
及 Lerman 和 Umanskii 的文章，这些文章收录于 Leontovich 编辑， Gorky 国立大学， Gorky , 1984出 
版的《微分方程定性理论方法》中. 
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其中 P 和9是正整数. 

对有限参数族 ， Leontovich [40] 研究了在 cr (0) = 0的情形，从同宿回路出现的多 

条周期轨线的问题.这里的主要困难是对有限参数族构造 Dulac 规范形.在 M = 0 
时这可由以下形式给出， 

OO 

x = Ai (0 )x -f y ^ Qp ^ p +1 y p , 

p=l 

OO 

y = A 2 (0)2/ -f ^2 b P x p y p+l . 

P=1 

或者，消去 t 得到 

塞 = 1(“ I 。 ). 

当 /i # 0 时应用规范形理论是没有意义的，因为关于参数的依赖性在稠密集上不连 
续，这是由于鞍点指标 K / Z ) 可以是有理数或者无理数.尽管如此 ， Leontovich [401 还 
是能将这个族变换成 



▲ 

[c p ⑻ ㈣) p + {xy) K ^{x 1 y,fi) 
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的特征值位于复平面虚轴的左边，矩阵 


B(0) = 


民⑼ 

0 




的特征值位于虚轴的右边. 

我们也假设矩阵 A x ( 0 ) 的特征值 （ At ，…， A mi ) 的实部相等，即 

Re Ai = ••- = Re A mi = A < 0, 

矩阵 8 ,( 0 ) 的特征值 （ 7 l ，…， 7 rJ 的实部也相等，即 

Re 7x = = Re 7n! = 7 > 0 - 

对央⑼和 S 2 ( 0 ) 的特征值，我们假设 A 2 ( 0 ) 的特征值的实部严格小于 A ， 厌⑼的 
特征值的实部严格大于 7. 在这种情形下 rr 和2/的坐标分别是主稳定和主不稳定的， 
坐标 u 和 t ; 是非主的. 

定理 2.17 (Ovsyannikov-Shilnikov) 对所有小 / x ， 系统 (2.9.26) 局部地化为 


其中 


* = M (m)^ -I- /11 V, V, ^i)x + /i 2 (x, u, y, Vy fi)u y 

* = A 2 {fj)u ^ f 2 \(x, y,v, , 22 (® ， W,y ， v, fj)u, 

(2.9.27) 

y = Bi {fj)y + (x, u y y, fi)y + g 12 {x, u, y, v, /x)v, 

* = -f g 2 i(x, u y y, ^)y + 922^, u, y, v, fj)v, 

fij\{x,u,y,v)=0 ~ 0 分 ij l(x ， Ti ， y ， v )=0 = 0 

~ 0 ^ ij |( x , w)=o = 0 (2.9.28) 

/tl|x=0 = 0 .9il|y=0 = 0 (i, j = 1,2). 


由于我们在研究同宿分支时要经常用到这个定理，它的完全证明在附录 A 中给 
岀.坐标变换以及函数 fij , 9ij 的光滑性定义 如下： 关于 C - 1 的，关于 
( X ， ? x ， 2/， t ;) 的 一 阶导数对（ X ， u ， y ， 1；，/ X )是 C ~ 2 的.如果 r = oo , 则变换关于 （ a ：, y ， v ) 
是的（或者在实解析情形甚至是解析的).尽管如此，即使 r = oo , 变换关于参数 
/ i 的光滑性一般仅为有 限的： 当 — 0时它无限地增加（其中卩刈< W 是所考虑 
的参数值的范围). 

下面我们考虑 （2.9.1) 中矩阵 A 的某些特征值位于虚轴上的情形.显然，如果存 
在一个零特征值 Al = 0,则存在一类共振无 限集： 


Ai == mAi, m 彡 2. 


(2.9.29) 
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在一对纯虚数特征值 A lf2 = 土 io ;， o ; / 0的情形，也存在一类共振无 限集: 


Ai = {si 4- l)Ai + siA 2 , 

•^2 —沒2入1 + ( S 2 + 1)A2, 


(2.9.30) 


其中 h 和是正整数. 

在这里，规范形理论有着特别的意义，因为这些共振确定稳定性条件以及在临 
界情形确定平衡态的局部分支类型. 

由于所考虑的平衡点现在是结构不稳定的，很自然地我们并不限制于考虑研究 
具体的系统，而是考虑将后者纳入到下面的 g 维有限参数族的系统 


x = Ax -h f ( x ) -h / i ( x ，")， (2.9.31) 

其中 fM = ( fi U …， fig ), 函数 /( rc ) 和 / i (: c ，/ i ) 充分光滑，且 

/( O ) = f \0) = 0, ft ( x ,0) =0. 

假设矩阵 A 的特征值 ( A !,... , A P ) 位于复平面的虚轴上.这个假设并不是难以接 
受的，因为在该情形对一般的族我们可以通过中心流形定理（见第5章）化为系统 
(2.9.31). 现在考虑下面的 ( p -^- q ) 维系统的三角形形式 

x = Ax /( x ) + / i ( x ， //)， （2 9 32) 

/i = 0. 

这个系统有不动点0(0,0)，其 Jacobi 为 

(: 巧 ，。 )) 

矩阵 A 的特征值是 Ai ，…，\和71 =…= = 0•系统 (2.9.32) 有共振型（2.9.29)， 

(2.9.30) 和下面的共振： 

入 ; c = Afc + (久7), (2.9.33) 

A k = (m,A)H-(l,7h (2.9.34) 

7 j = (^7 )y (2.9.35) 

其中(/, 7 ) = 以及 ^ 2 -系统（ 2 . 9 . 32 )可以用变量变换 




(2.9.36) 
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化为规范形，这一变换使得 (2.9.32) 中的第二个方程不变.因此，我们不需要考虑如 
(2.9.35) 的这类共振.类似于引理2.3,系统 （2.9.32) 可以化为 

y = Ay + / io ( M ) + 丑1 ㈤ y + Hjv ( y ，/ x ) + o N { y y ^), (2.9.37) 

其中 Ri ( fi ) 是次数不高于 （AT - 1) 的多项式， 札⑼ = 0以及 

\ m\^N 

丑 N (2/， M )= b mk {^) y m ek , (2.9.38) 

(m,A)=A fc 

这里 bm k (//) 是某些次数不超过 （TV - | m |) 的多项式. 

如果矩阵乂是非退化的，那么瓜仏）三 0. 否则，如果在特征值⑷，…， A p ) 中存 
在 Afc = 0, Ro {^ i ) 是次数为 iV 的满足丑 ◦(()) = 0的多项式. (2.9.37) 中出现项 
是由于存在共振类型 

0 = Aa ： =(乙7). 

方程族 

\ m\^N 

y = + 瓜(//) 十 ^ b m k (卩) (2.9.39) 

(m,A)=A fc 

称为截断规范形或者削短规范形.在许多情形下我们可以尝试将所考虑的轨线性态 
限制在平衡态的小的固定邻域内，并通过考察适当选择的 AT 和 (7 的截断规范形对小 
值控制参数的分支开折进行研究.当然，从对截断系统分析得到的信息在应用到原 
来的方程族之前必须证明是合理的.本书的第二卷我们将按照这个设计去研究平衡 
态的主要局部分支. 
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考虑 R n+1 (n ^ 1) 中的自治微分方程系统 

X = X(x)y 

其中 a : = ( X !,... , x n , x n+1 ), X e C r (r ^ 1). 本章的主题是周期轨线，即形如 
x = ip ( t ) 的非平衡态周期解，其中对某个 r ^ O , 

= p(t + r )_ 

注意到€ C ^ 1 . 与周期运动相应的在相空间中的光滑闭曲线，称为极限环、周 
期轨线或周期轨道.由定义，周期轨线上的每一点经过一段时间刚好等于 T 时回到 
原来的位置.同样经过 2 r ,3 r 等时间也回到原来位置.最小的回复时间称为周期. 

周期运动是非线性动力学最重要的对象之一.理由至少有两个.第一，稳定周期 
轨线是自激振动这样的物理现象的数学反映.第二，鞍点周期轨线是混沌动力学相应 
的奇怪吸引子的关键组成部分. 

与平衡态相反，在相空间中寻找周期运动目前是一门艺术，特别是在高维系统 
的相空间.例如，具有多项式右端的系统的平衡态的数目可以精确估计，但是，即使 
平面系统周期轨线数 B 的估计，也是著名的 Hilbert 第16问题的内容，至今它都没 
有被解决.也许一个例外是，即在儿乎可积的二维系统中寻找周期轨线的问题化为 
寻找某个特殊积分的零点问题，在某些特殊情形它可明显地计算. 

在这一章我们将研究结构稳定周期轨线附近轨线的性态.研究的主要思想是以 
构造 Poincar 6 回复映射为 基础. 


3 .1 Poincar 6 映射 • 不 动点. 乘子 
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3.1 Poincare 映身 t. 不动点.乘子 

假设 2 T + 1 ( n 彡 1) 中的微分方程系统 

x = X{x) (3.1.1) 

具有周期轨线 I /， 其中 X = (xi, - - - jXn ^ n + i ), X eC r {r ^ 1). 

在 L 上取一点 M * 并将原点移到 M *， 见图 3.1.1. 不失一般性，假设在点 W 
速度向量的最后一个分量非零，即 


X n+1 (0) / 0. 


(3.1.2) 



图 3.1.1 选择截面 S 使得周期轨线 L 以及接近于 L 的轨线与它横截相交. 

这总可以用重排坐标来达到，因为在周期轨线上没有一点的速度向量为零.条 
件 (3.1.2) 允许我们在平面 x n+1 = 0上选取一个 小截面 使得 M * e 按照构造， 
系统 (3.1.1) 在周期轨线 L 附近的所有轨线都横截地通过截面： 

由解对初始条件的连续依赖性定理得知，从充分接近于 AT 的点 M G *5 开始 
的轨线在经过与周期轨线1的周期接近的时间区间 t ( M ) 后回到 S 的某点沿•因 
此，映射 T : M ^ M, 可以沿着这样的轨线定义，称它为 Poincare 映射 . 

设 z = WMo ) 是在 t = 0时通过点 M ( x 0 ) 6 S 的轨线.从 M 到 M 的回复时 
间 t ( x 0 ) 可以从方程 

ip n + i ( t , x 0 ) = 0 (3.1.3) 

求得.由于周期轨线 L 通过原点，这个方程对 xo = 0 有解 < = 厂其中 t 是周期轨线 
的周期•由（3.1. 2 )我们可以对方程 (3.1.3) 应用隐函数定理，因此回复时间 t ( rro ) 是 
唯一确定的.此外，函数 t ( x Q ) 与原系统有相同的光 滑性. 
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映射 T 可以写为下面的形式 


或者 

^ = /( 工)， （3,1.4) 

其中 x 是截面 S 上的 n 维坐标向量， f ( x ) e C r . 

如果在 t = 0,我们让轨线按时间倒退离开在 S 上的点 M , 则它必须经过时间 
区间 t { M ) 后在点 M 回到因此， Poincare 映射的逆，映射: T - 1 在截面 *5 上也有 
定义. 因为回复时间关于初始点的光滑依赖性对倒回时间仍保持，我们可以断言，逆 
映射了- 1 也属于 C 7 '类.由此得知 PoincaM 映射是 C r _光滑微分同胚. 

如果我们写 

工= 厂 : (/(工 ))， 

那么微分后我们得到 

其中 Z 是恒同矩阵.因此，对小的 X ， 


det 字一 0. 

ax 

系统 （3.1.1) 通过 S 上任意点 M 的轨线与 S 相继交于点 （••• = 

M ， M U • 由构造，点{%}是点 M 在 Poincar 6 映射作用下 的像： 序 
列 { Mj } 称为点 M 关于 Poincare 映射 T 的 轨线. 显然，原系统 （3.1.1) 接近于周期轨 
线 L 的轨线的性态由映射 T 的接近于不动点 AT = Lf |* S ( 因为 TAP == M •，点 AT 
称为不动点）的轨线的性态所完全确定.因此，例如系统 （3.1.1) 的轨线当 t — +oo 
时趋于周期轨线 i ， 当且仅当映射: T 的对应的轨线当 j — + oc 时收敛于不动点 M *. 
在原点的不动点的邻域内映射 T 可以写为形式 


其中 


x = Ax -h g(x), 



dx 



是非奇异 （n x n ) 矩阵, p (0) = g ’ ⑼= 0. 

在研究非线性映射 (3.1.5) 之前，研究线性化映射 



(3.1.5) 


(3.1.6) 


的轨线的性态是有用的. 



32 非退化的一维和二维线性映射 
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我们将在下面看到，与平衡态的特征指数一样，在确定 Poincare 映射在不动点 
附近的动力学中起关键作用的是属于矩阵 A 的特征值.这些特征值称为不动点乘子 

或相应周期轨线的乘子. 

不难看出，乘子在光滑变量变换下 不变. 事实上，如果我们作下面的坐标变换 

x = Dy^-7p(y), 

其中 det t ^(0) = 0, ^(0) = 0, 故它并不移动原点，于是在新坐标下映射 (3.1.5) 

变成 

B V + tp(y) = ABy^f Aip(y) + g(By + rp(y)) 

或者 


y = B~ l ABy + . •. ， 

其中省略号表示非线性项.由于矩阵与4相似，它们有相同的特征值. 

显然也有， Poincare 映射的乘子既不依赖于点 AT 在上的选择，又不依赖于 
S 关于在周期轨线的特殊选择.由于从一个横截面到另一个横截面的飞行时间光滑 
地依赖于初始点，沿着系统的轨线从一个横截面到另一个横截面的映射是 - 微分 
同胚，因此,截面的改变可简单地认为是坐标的改变. 

在下面几节我们将研究动力系统在结构稳定（粗）周期轨线，即乘子绝对值不等 
于1的周期轨线附近的轨线性态，即那些没有乘子的绝对值等于1的周期轨线附近. 
我们将从研究 Poincare 映射的结构稳定不动点开始.在这里要注意，部分不动点理 
论，虽然不是绝对的，也是重复平衡态理论.因此，下面我们用与第2章相同的方法 
开展我们的研究，即先考察线性情形，再考虑非线性情形,最后讨论它们之间的对应. 

3.2 非退化的一维和二维线性映射 

在这一节和下面几节我们将研究线性映射.我们的兴趣在于 Poincare 映射在周 
期轨线附近的线性化，换句话说，在于具有非奇异 Jacobi 矩阵的线性映射 

x — Ax } det A ^ 0. 

我们从一维线性映射开始.它写为形式 

x = px , (3.2.1) 


其中 

容易看出，当 | p | < 1时在原点 O 的不动点稳定.点抑的迭代％由公式 


Xj = P^Xq 
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给出，其中如果 | p | < 1，则 


土巧 = 0 . ， 

另一方面，如果 | p | > 1则不动点不稳定. 

一维情形点的迭代的性态可用 Lamerey 图来解释，它的构造如下.对映射 

无=/⑷， 

函数/⑷的图像与分角线 1 无= X 画在 (X, X )- 平面内.轨线由折线表 示：设 {xj 

是轨线，坐标为的每一点位于图/⑷上，每一点 { x jiXj ) 位于分角线 

无= X 上.每一点与下一点（^,巧 +1 )铅直地连接，后者接下来与下—点 

( x i +1 , x i+1 ) 水平地连接, 等等. 这个过程是重复迭代，图 3.2.1 —图 3.2.4 显示了四个 
典型的 Lamerey 图. 


图 3.2.1 


0<P<1 



当函数 /( x ) 单调增加时,所得的图称为 Lamerey 阶梯图（图 3.2.1 和图 3.2.2). 
当 }{ x ) 单调减少时的图称为 Lamerey 螺线，见图 3.2.3 和图 3.2.4. 

在 P =1 的退化情形，所有点都是不动点.当 p = -1 时，所有点除了原点 O 都 
是周期为2的周期点，即映射了 2 的不动点，其定义为 

X = X (f = — (x) X — 一 X). 


现在考虑二维 Poincare 映射 



1 45 。 线 . 


(3.2.2) 
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P>\ 



图 3.2.2 原点是不稳定不动点时的 Lamerey 阶梯图. 

-!<P<0 



图 3.2.3 —个 Lamerey 螺线的 例子;从耶 开始的轨线 如顺时针直角蠔线 . 

如果矩阵 X 的两个特征值是相异实数，则非退化的线性坐标变换将 PoincaM 映 
射化为形式 

x — p\x, y = p 2 y- (3.2.3) 

初始点 ( x 0 , t / o ) 的迭代由 

泰 # 

工 j‘ = Vj = P^Vo (3.2.4) 

给出. 

存在四种情形待 考虑： 




图 3.2.4 一个“不稳定” Lamerey 螺线的例子.轨线 {〜} 从在原点的不动点处发散. 

(1) \ Pi \ <1 (i = 1,2). 在这种情形，在原点 O 的不动点是指数式稳定的，称它为 
稳定结点.假设 | Pl | > I 内 I ，则所有轨线除了位于非主(强稳定 ） 2 / 轴上的，当 
j — +oo 时都与主轴: c 相切地趋于 O . 在稳定结点邻域内的轨线性态如图 3.2.5 
和图 3.2.6 所示. 



图 3.2.5 具有正乘子0 < 内< /n < 1的稳定结点 （+) .点 Af 的轨线 { T ^ M } 与主方向 a : 相切地 
进入原点. 

(2) | Pi | > 1 (i = 1,2). 如果我们考虑逆映射 T -\ 这个情形就化为上一情形.这个 
不动点称为不稳定结点. 
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图 3.2.6 具有负主乘子 P 1 的稳定结点 （-). 因此，每次迭代后 o : 坐标改变它的符号. 


(3) | Pl | < 1和 | P2 | > 1. 具有这个类型乘子的不动点称为鞍点.从 (3.2.4) 看出， a : 
轴和2/轴关于映射 （3.2.3) 都是不变的.当 j — +oo 时 a : 轴上的点都趋于 O , 
轴上的点当 j — - oc 时趋于 O . 鉴于此，我们分别称: r 轴和 y 轴为鞍点 O 的 
稳定子空间和不稳定子空间.所有其它轨线都先靠近鞍点而后离开鞍点.它们 
的轨迹依赖于乘子的 符号. 四种不同的情况如图 3.2.7 ( a ) — 3.2.7 ( d ) 所示. 


0<P } <) 9 P 2 >^ 



( a ) 鞍点（+，+). y 轴与不稳定方向重合， a ： 轴与稳定方向重合. 
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(b) 鞍点 (+,-). 在每次迭代后轨线 {PM} 的 y 坐标改变符号. 



( c ) 鞍点 (-,+). 因为对应的乘子 Pi 是负的，这里“跳跃”的方向是 x 


•2 非退化的一维和二维线性映射 
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( d ) 鞍点初始点 M 的轨线沿着位于第一和第三象限的双曲线离开原点. 

图 3.2.7 


(4) 复共扼乘子 Pl ， 2 = pe ^. 在该情形 Poincare 映射可以写为形式 

x = p(xcosuj — ysino ;)， 
y = p(y cos cj + xsina;), 

或者在极坐标 ( r , ip ) 下为形式 

f = pr ， (3.2.5) 

(p = + UJ. 

点 ( ro ? ^ o ) 的第 j 次迭代是 

Tj = p^O ， 

^Pj = po + wj. 


当 P < 1 时，点 o 称为稳定焦点.在这种情形，所有位于对数螺线上的轨线盘 
旋进入原点，如图 3.2.8 所示. 

当 P 〉1时，不动点 O 称为不稳定焦点.在这种情形，当 J — + OC 时所有轨线 
从点 O 的任何邻域内发散. 

在 p = 1 的退化情形，我们指出从 (3.2.5) 得 f = r, 即任何中心在原点 O 的圆 
周关于这个映射是不变的.在这个不变圆周上映射的限制有形式 


<p = (mod 27 r ). 
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图 3.2.8 稳定焦点. 



图 3.2.9 退化映射的轨线性态的一个例子.整个: r 轴由不动点组成. 


如果 a ; 与 2 tt 可公度的，即对某整数 Af 和 7 V 有 u ; = 2 TTM /7 V , 则所有的点都是周期 
为 N 的周期点，因为 

(fN = y ? + Nuj = v ? + 27 rM = (f (mod 2 n ). 

因此，所有点都是映射 r 的第 iv 次迭代的不动点.由此得知是恒同 映射 . 
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如果0；与 2 7 T 不可公度的，则任何点仰的轨线是非周期的.此外，我们可以证 
明点集 

在任何圆周上稠密. 

图 3.2.9 显示了一个更退化的情形 ： Pl = 1， | P2 | < 1.这里$轴上的所有点都是 

不动点.任何直线 x = 常数 关于这个映射 不变. 在每一条直线上的轨线都趋于对应 
的不动点. 


3.3 高维线性映射的不动点 


考虑 n 维映射 


x = Ax, x € R n . 


(3.3.1) 


如同我们在前面讨论的线性微分方程系统，选择坐标系使得矩阵4表示为实 Jordan 
形： 


A°-h AA, 


(3.3.2) 


其中是分块对角矩阵 




^2 


(3.3.3) 


乂 n 


Jordan 块 


A i = (P). 


(3.3.4) 


对应矩阵 A 的每个实特征值（乘子 ） p .块 


Ai 


coscj — sinu ; 


sincj cos cj 


(3.3.5) 


对应每一对共轭复乘子 pe ^. 仅当矩阵 A 有重特征值时矩阵 AA 非零.在这种情 
形下，可在 IT 1 中选择基，使得对无穷小常数 e > 0有 


l | AA || ^ 


(3.3.6) 


(见 2.3 节) • 
显然 
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其中 〆 是矩阵^4的所有特征值的绝对值的最大值.因此 

PII & (3.3.7) 

映射 （ 3.3.1) 的轨线由方程 

= A j x 0 (3.3.8) 

给出.当矩阵/的所有特征值严格位于单位圆内时，由 （3.3.7) 得知 

\\xj\\ < \\A\\ j \\x 0 \\ < (〆 + ey||x 0 l|, 对：; •彡 0, (3.3.9) 

即当 j — + oc 时所有轨线都指数式地收敛于在原点的不动点. 

当转移到任意基时改变了估计 （ 3.3.9 )， 这时出现在右端的某个常数一般来说大 
于 1 ( 见 2.3 节中的公式 （ 2.3.17) 和 (2.3.18)). 

在稳定平衡态情形，我们可以引人稳定不动点的主乘子与非主乘子的概念. 

按绝对值递减次序对乘子进行排列，令前面 m 个乘子其绝对值相等，即 

\ pi \ = •• - = \ p m \ — p \ \ pi \ < p f < 1 对 

用表示矩阵 4 对应于乘子 ( pi , •♦- , p m ) 的 m 维特征子空间，表示对应于乘 
子 （〜 +1 ，…， p n ) 的 （ n-m) 维的特征子空间.子空间 P 称为主不变子空间， 
称为非主不变子空间或者强稳定不变子空间. 

每一个向量 xeK - 可唯一表示为形式 

X = u + V ) 

其中 W e 在坐标系 （ u ，!；） 下，映射 (3.3.1) 可以写为 

U = AlU^ 

^ — -^33^ 7 

其中谱 A = { pir - ， Pm }， 谱 = {/9 m +1 ，…，知}.映射的轨线由公式 

Uj = 4 Uo ， (3.3.10) 

= A is v o 

给出. 

如在 （ 3.3.7) 中，我们有 


IM > (〆- 糾 MI ， 

INI < (|/wi| + WlM ， 


(3.3.11) 
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对 P 和巧适当选取基，可使得其中的 e 任意小.故对某个常数我们得到 
下面的不等式 

II 巧 II • ho\[ u ^ \\vo\\ - \\u j \\ l/ . (3.3.12) 

因此，所有 u 0 ^0 (即在 P 外）的轨线，当 — + oo 时都与子空间0相切地 
趋于 O . 此外，任何这样的轨线其收敛于 O 的速度不快于（ 〆 - 幻)，但是，在中 
的轨线收敛于 O 的速度快于 （| Pm+1 | +#，其中常数 e > 0可选任 意小. 

至于在主坐标 u 上的轨线的性态，可以指出三类主要的稳定不 动点： 

⑴在 m = 1的情形，即当 pi 是实数且 |/? i | < pi (i == 2，... ， n ) 时，主子空间是直 
线•当 Pl > 0时所有在外的轨线从 u > 0或者 u < 0沿着某个方向收敛于 
0,如图 3.2.5 所示.这样的不动点称为稳定结点 

(2) 当 m == 1且 Pl < 0时，所有除了在内的轨线都沿着 u 轴收敛于 O , 但是每 
次相继迭代后都改变 u 坐标的符号,如图 3.2.6 所示.这样的不动点称为稳定结 
点 （-)• 

(3) 当 m = 2且 Pl ， 2 = (^气 4 {0， tt } 时，不动点称为稳定 焦点. 不动点的主子 
空间是二维的 ， ^ - 以外的所有轨线都沿着螺线趋于0时与平面 tz 相切. 

对完全不稳定不动点的情形，其所有乘子内的绝对值都大于1，可通过它的逆映 
射（因为矩阵 1 的特征值刚好等于斤 1 )化为前一情形.因此类似于 (3.3.9) 的估 
计 

11^*11 < ll^'IKIkoll < W - e) j \\xo\\ M J <0, (3.3.13) 

成立，其中 〆 是乘子 Pi (z = l ,-.., n ) 绝对值的最小者.当 j — _ oo 时所有轨线都 
指数式地趋于 a 

如在稳定不动点的情形，我们现在可以定义主不变子空间与非主不变子空间，并 
按照乘子的符号选择三类完全不稳定不 动点： 不稳定结点（+)，不稳定结点（-）以 
及不稳定焦点. 

当不动点的某些乘子严格位于单位圆|^| < 1 (i = l ，...， A :) 内，而所有其它乘 
子位于单位圆外. • 1以| > 1 (j = + 1,…， n ) 时，这样的不动点称为鞍点不动点.这 

时线性非退化的坐标变换将映射变为形式 


U = A~~Uy 

v = 


(3.3.14) 


其中谱义- ={灼 ，… ，外 } ，谱4+ = {_，■•• , Pn ), ue R、ve R n _ k . 对 w 和”我 
们分别有类似于 （3.3.9) 和 (3.3.13) 的 估计. 这意味着从稳定不变子空间 £ 9 ： v ^0 
和不稳定不变子空间 £ u :u = 0 出发的轨线分别当 j — + oo 和 — - oo 时指数式 
地趋于鞍点 0. 所有其它轨线从 O 的小邻域内离开. 

因此,在稳定子空间鞍点是稳定不动点，在不稳定子空间 5' 它是完全不稳 
定不动点.进-一步，在 P 和 P 中可以选取稳定和不稳定、主和非主流形 



• 96 • 


第 3 章动力系统的结构稳定周期轨线 


和 e u . 我们称直和 f 3 © £ uL 为扩展稳定不变子空间， = p 为扩 

展不稳定不变子空间.不变子空间称为主鞍点不变子空间. 

当点 o 在 p 和 P 中都是结点时， o 称为鞍点•当 o 至少在子空间 P 和 P 
之一中是焦点时，称它为鞍-焦点. 

3.4 不动点的拓扑分类 

在第 2 章我们已经看到，微分方程系统在结构稳定平衡态附近拓扑等价于它的 
线性化系统.类似的阐述适合于结构稳定不动点.这允许我们在结构稳定周期轨线 
附近叙述对微分方程系统的完全分类. 

与拓扑等价恰当类似的是拓扑共轭. 

定义 3 . i 分别定义在区域和 d 2 内的两个微分同胚 k 和 r 2 称为在区域 
fA s 和 t / 2 内拓扑共轭，如果存在同胚 v: r — u 2 , 将第一个微分同胚的 

轨线（半轨线，轨线的一段）映为第二个微分同胚的轨线（半轨线，轨线的一段). 

换句话说,对任何点 rr € 下面的等式成立（见图 3.4.1) 

7,(^))=^(^)). (3.4.1) 



V 2 


图 3.4.1 实现分别定义在子区域（；】和 t / 2 上的两个映 射乃和 T 2 之间的拓扑共轭的同胚 

v(Ti(x)) = T 2 (v(x)) 的图像表示. 

定理 3.1 (Grobman-Hartman) 设 O 是微分同胚 T 的结构稳定不动点•则 
存在点 o 的邻域和[/ 2 ,其上的微分同胚 r 和它的线性部分拓扑共轭. 

在结构不稳定（非粗）情形类似的结论并不成立.容易证明当线性映射 


x — Ax 


(3-4.2) 



3.4 不动点的拓扑分类 
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的矩阵 A 有某些乘子的绝对值等于1 时， 我们可以加人非线性 项 〆 : r ) 使得映射 

5 = Ar + g{x) (3.4.3) 

不拓扑共扼于它的线性部分 (3.4.2). 例如，一维映射 

X = X + X 2 

只有一个不动点 O (见图 3.4.2), 而在分角线上的所有点都是相应线性化映射 


的不动点. 



JS=X+X 2 



图 3.4.2 Lamerey 阶梯图.函数 /( x ) = x + x 2 的图像与分角线相切于鞍-结点型的不动点. 


考虑另一个 例子： 具有稳定不动点 O 的映射（见图 3.4.3) 

X = —X + x 3 

不拓扑共扼于它的线性部分 

x = 

对后者，所有点（除了 O ) 都是周期2的周期轨线. 

下面我们考虑不动点具有一对复共轭乘子栌〜的线性映射 


x = x cos lj — ysincj, 
y — x sin u; + y cos cj 


(3 A 4) 
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图 3.4.3 映射 x = - x - hx 3 W Lamerey 螺线. 映射的导数在原点以外其绝对值小于1:不动点是 
稳定的 • 

的例子，所有轨线位于中心在点0(0, 0) 的不变圆周（见 3.2 节）上.这个映射不与 
映射 

x = x coscj — ysmcj — x(x 2 + y 2 ) coscj, 
y = xsinu - \-ycosu - y(x 2 + y 2 )cosuj 

共辄,后者的轨线沿着螺线趋于 0 (类似于 2.5 节给岀的平衡态例子). 

由定理 3.1 得知，当微分同胚了的不动点 O 的所有乘子的绝对值都小于1时， 
所有向前轨线都趋于 O . 当所有乘子都在单位圆外时，从点 O 小邻域内出发的向后 
轨线都趋于不动点.映射 r 的向前迭代使得所有轨线（除了不动点）都从不动点的 
邻域离开. 

在鞍点情形，即存在单位圆内和单位圆外的乘子，不动点有（局部）稳定不变流 
形 ^ oc 和不稳定不变流形，它们是通过建立拓扑共轭的同胚7?之后相应的线性 
化系统的不变子空间 p 和 e 的像.因此，内任何点的向前半轨线整个地位于 
wf oc 内并趋于鞍点 o . 另一方面，中任给一点的向后半轨线整个地位于 
内并趋于 a 稳定流形的维数等于单位圆内乘子的个数,不稳定流形的维数等于单 
位圆外乘子的个数.不在 wf oc u w ^ oc 内的点的轨线从鞍点的任何邻域内发散. 

显然，如果鞍点不动点附近的一个微分同胚拓扑共轭于另一个不动点附近的另 
一个微分同胚，则两个鞍点的稳定（不稳定）流形的维数必须相等（一般在稳定不动点 
情形我们可以假设 ={0}, 因此 dim = 0; 对完全不稳定点，假设= {0}, 
因此 dim W = 0). 但是，与结构稳定平衡态情形相对照的是，稳定和不稳定流形的 
维数不是不动点附近拓扑共轭仅有的不变量. 


3.4 不动点的拓扑分类 



为了寻找新的不变量，我们注意到， Grobraan-Hartman 定理可以推广 如下： 

在原点邻域内，没有乘子在单位圆上的线性非奇异映射，拓扑共轭于任何充分 
接近的映射. 

特别地，由此得知，任何两个接近的线性映射拓扑共轭.故对任意两个矩阵 
和映射 

x = Aox 和 x = A\x 

拓扑共轭，如果我们可以构造一个连续依赖于参数 s e [0,11 的矩阵族 A ( s ). 使得 


雜）= A 0 和4⑴ 


丁以构造一个连续依赖于参数 s € [0，1]的矩阵族 A ( s ), 使得 
只要所有的矩阵 A(s) 是非奇异的且没有特征值在单位圆 



不难验证这样的族存在，当且仅当两个矩阵 為和山 的单位圆内和单位圆外的 
乘子个数对应相同，且有相同的值心和〜，其中〜=啦111 ? ^，心=啦11行内， 

这里（内，…， Pfc ) 是单位圆内的乘子，（外 +1 ，…， /9 n ) 是单位函外的乘子.当连续 
改变到皋时值~和心保持不变，因为乘子的积只有当至少有一个乘子为零时才 
可改变它的符号，而这只有对退化映射才有可能. 

因此，当某些不动点有相同的拓扑类型时，即四个数的集 ( k y S 91 n - k , S u ) 相同 
时，它们才拓扑共轭，即在这些不动点附近定义的微分同胚之间存在建立拓扑共轭 
的同胚.特别地，在不动点附近，任何一个微分同胚拓扑共轭于映射 


A s x y 


A u y, 


(3.4.6) 


其中 A 和 f 分别代表 （A x A ) 矩阵和 (n — k)x(n-k) 矩阵 


1/2 


1/2 


6s/2 


26 . 


我们应该强调，具有不同&值的 （3.4.6) 类型的映射不能拓扑共轭，因为映射 
(3.4.6) 在稳定不变子空间 y = 0上的限制$ = 在保持定向，只要心=1，但 
是如果5, = -1就不保持.这个断言也适用 于九. 总之，我们有下面的 定理： 


定理 3.2 两个结构稳定不动点拓扑共轭，当且仅当它们的拓扑类型相同. 

因此, n 维映射的结构稳定不动点的拓扑类型的个数，超过 IT 1 中微分方程的结 
构稳定平衡态的拓扑类型的个数.故二维微分同胚可以有两类稳定和不稳定不动点 
以及四类鞍点不动点.例如，两个线性映射 
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都有结点型不动点，但第一个可定向，第二个则不可定向. 

(注：具有一对共轭复乘子的不动点也有可定向结点的拓扑类型 .) 
观察下面的映射 



x = 2 x 
V = -2 y 


它们在原点分别有可定向和不可定向的不稳定拓扑结点. 

拓扑鞍点（么=(+)，九= (+)) 和（心= ㈠ ，= ㈠ )的例子分别由 



和 



—X 

~2 


y = 


给出. 

拓扑鞍点（+，-)和（-， +) 的例子分别由 



和 




2 


5 = 2y 


给出. 

显然，在么 > 0的情形，鞍点的稳定不变流形（这里是: r 轴） 被点 O 划分为两 
个部分，即射线 a : > 0和 : r < 0,每一个关于映射是不变的. 在么 < 0的情形，这两 
条射线在将一个映为另一个的意义下不再是分开不变的.类似地，值九确定鞍点 O 
的不稳定流形的结构. 

我们必须强调， Poincare 映射在 IT 中总是保持定向，即周期轨线的所有乘子的 
积是正的.由此得知， Poincare 映射的不动点的 么和允 值必须有相同的符号.但是 
Poincare 映射在不变（稳定或不稳定）流形上的限制就可不继续保持定向（例如当么 
和心都是负时).因此，对不可定向映射的不动点的研究是有意义的. 

我们在 3.1 节已经指出， Poincare 映射不动点的乘子的值（因此，它的拓扑类型) 
与截面的选择无关，即我们总可以确切地定义周期轨线的拓扑类型 （ fc ，5 5 ， n - fc ， 九). 
为了完成我们的分类，我们参照下面的简单论述. 

引理 3.1 假设微分方程系统 X :有周期轨线 k ， 系统 X 2 有周期轨线 L 2 . 则 
在轨线 A 邻域内的系统；^与在轨线 k 邻域内的系统 X 2 拓扑等价，当且仅当它 
们各自的 Poincard 映射在对应的不动点附近拓扑共轭（与截面的选择无关). 


由这个引理和定理 3.2 我们有下面的定理. 

定理 3.3 两个结构稳定周期轨线局部拓扑等价，当且仅当它们有相同的拓扑 
类型. 



35 稳定不动点附近非线性映射的性质 
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3.5 稳定不动点附近非线性映射的性质 

上一节我们形式上对结构稳定周期轨线附近的动力系统作了完全的描述但是 

周期轨线以及平衡态的这种拓扑分类太粗糙.例如，结点和焦点的等价性断言从实 

用观点看有些 奇怪. 我们将在下面考虑结构稳定不动点的更精细（也更重要）的特 
征. 

假设映射 

x = Ax-hh{x) r (3.5.1) 

其中 

打⑼= 0， ft ’ ⑼= 0 (3.5.2) 

在原点有稳定不 动点. 这意味着矩阵4的所有乘子 (z = 1,... ?n ) 的绝对值都严 
格小于 1. 不难验证从原点小邻域内开始的所有轨线都 指数式 地趋于 o . 事实上，如 
果我们选择 Jordan 基，可以验证对矩阵火的范数，估计 (3.3.9) 满足.即 


mil <〆+ 三 ’ 

其中 〆 = max \pi\ < 1 . 从关系 



h{x) = h(0) x f h\sx)d8 

Jo 

我们有 

II 啦 )11 彡 Ikll max ||/i'(y)||. 

llwKIW 

因此 

||ft(x)|| < e||x||, 


其中 e 〉 0 可选择任意小，因为 z 假定是小的. 
从而，对映射 （3.5.1) 我们得到 


+ 卟⑻+ 2 e ) M ， 
或者，等价地,对初始点: To 的第:/次迭代有 

\\^ j \\ ^ (^ + 2 e ) J |[ x 0 ||, 

其中当 — + OC 时巧 — 0,因为 〆 < 1以及 e 可以使得任意小. 
现在我们对矩阵4的特征值进行重排,使得 


(3.5.3) 


(3.5.4) 


IpiI = - = \pm\ = p\ IPil < p’ 对 i = m + 
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于是矩阵>1可以表示为 

A= ( A o I ) 1 

其中谱牵={〜，…， / > m } ，谱也={〜+“•••，〜}•映射 （3.5.1) 现在取形式 


u = Aiu - f{u,v), 
^ = Mv -I- g(u,v), 


(3.5.5) 


其中 U = ( Ui ， … ,U m ) 和 V = (%，••• ， t ； n _ m ) 是 X 在矩阵 4 的主和非主子空间上的 
投影，函数 /， y € C 7 且 


/(0) = 0，分(0) = 0， /'(0)=0，以0)=0. (3.5.6) 

在第5章中我们将证明下面的 定理： 

定理 3.4 (关于非主流形）在点0的邻域内存在唯一的 （n - m ) 维 C r - 
光滑的非主（强稳定）不变流形 


u = « 

其中 

^(0) = A ⑼= 0. (3.5.7) 

由定理 3.4 得到下面的结果. 

定理 3.5 对任意不在 Wf Q s c 内的点抑，相应的轨线 { Xj }^ 沿着主方向 v = 0 
趋于0,且 

II 巧 II 彡 C{p r - £) j dist(x 0 , 叫二)， (3.5.8) 

其中 C 是某个正常数，选择适当小的邱可以使得 e 任意小. 

证明首先，我们用变量变换 


w = u — <p(v) (3.5.9) 

将流形直化. 

在新变量下 w { 9 0 9 c 的方程是 w = 0. 这个流形的不变性导致当 w = 0时仿= 0. 
由于函数 ^ p ( v ) 不包含线性项（见 （ 3.5 . 7 ))， 变换 (3.5.9) 不改变映射的线性部分•因 
此在新变量下，映射 （ 3.5.5) 变为 


w = (Ai + f(w,v))w 、 
v = A 2 V + g(w 4 - « v)^ 


(3-5.10) 

(3.5.11) 



其中 
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/(0,0) = 0. (3.5.12) 

在 Jordan 基下（见 3.3 节)，对矩阵 A 的范数我们有 

Mr 1 " - 1 > 〆 一臺 . 

由此以及 （3.5.10) 和 （3.5.12) 得 

II 切 II > ( 〆 (3.5.13) 

只要 | k , t ；|| 充 分小. 如我们已经指出的，当初始点的范数 | 卜 0 ，如||充分小时，范数 
11% ，巧 II 对所有 j ^ 0 也小. 因此，不等式 (3.5.13) 对任何偶= Wj ) 成立. 
从而，我们得到估计 

IKII > (p’-Wikii ， 

即不等式 (3.5.8) 得证. 

现在我们验证当初始点不属于时，它的轨线沿着主子空间 t ; = 0趋于 O . 
当切# 0时考虑值 2 我们证明沿着映射 (3.5.10) — (3.5.11) 的轨线 ( w jlVj ) j>0 

^ Zj —> 0. 

对 || 叫 | 我们有估计 (3.5.13). 类似地，从 (3.5.11) 我们得到 


ll^ll < (|pm 十 l| +CM + |H|max ||/;」|， 


其中最大值是在直径等于|卜，叫|的 O 的整个邻域内取的.由（3.5.13)，得 


z j-bi ^ 


(\ Pm + l \^£)\\ Vj \\ 

{ p f - e )\\ wj \\ 


max || /J 

(〆 一 4 


=[iZj -f 〜•， 


其中 /i = 


( lPm+ll + g ) 

(〆 一 ^ 


< 1，且 


Kj — 0，当 j — +00. 


(3.5-14) 


(3.5.15) 


从 （3.5.14) 我们得到 






i=0 

i-i 

Zj < Zofi j + V〆 一 “ 十 1 )〜. 
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由于/2 < 1，第一个和 式当： / — OO 时衰减到零.因此，为了证明勺 — 0,我们需要证 
明和式 

4 (许 ％ — a 

i =0 

如果令 — 0,这个表达式已经成立 • 选择自然数 j 并将这个和式分为两 部分： 


i =0 t = J 




观察得到 

max Ki 

= 厂。 (3.5.16) 

彡 /i J_J 4- (1 — /i) _1 max 

由于 (3.5.15), (3.5.16) 中的第二项当 J 增加时可使得任意小.选择 J 充分大也可使 
得 (3.5.16) 中的第一项任意小，因此若令 j — + oo , /,• 为任意小. 

因此，当⑽# 0 时， WvjW/WwjW - 0, 即当 — +oc 时不在中的任何轨线 
都收敛于主流形.由此，我们证明了定理 3.5. 

在非主流形 w = 0 上映射 (3.5.10)—(3.5.11) 写为形式 


v = A 2 v + g (( p ( v ) y v ). (3.5.17) 

在这个流形上点 O 是具有乘子 (Pm^r- ,Pn) 的稳定不动点.上面所得的结果可应 
用到这个映射.特别地，类似于 (3.5.4), 下面的指数估计 成立： 

IM < C(|p m+ i|+^'|KII ， (3.5.18) 

即从出发的任何轨线非常快地趋于 O . 由于定理 3.4 和定理 3.5 对映射 (3.5.17) 
成立，故在中的几乎所有的轨线以指数率渐近等于 | Pm +1 | 地趋于 a 那些更 
快地趋于 O 的特殊轨线组成 C 「- 光滑流形 Wf 0 s c ^ 它在 O 处切于矩阵4对应于绝 
对值小于 | p m + i | 的乘子的特征子空间，对映射在上的限制，这个关于非主流 
形的定理也可应用，等等.这样我们又得到非主流形的 分层： 

它们由以越来越快的收敛速度收敛于不动点的轨线组成. 

如同在线性的情形，我们可以按照映射在主坐标上的性态选取三个主要类型的 
稳定不动点：结点（+)，结点（-）和焦点. 

当 m = 1时点 o 称为结点，即当主乘子外是唯一的且是实数时： 

l >| pi |> l / Oi | (i = 2，."， n ). (3.5.19) 

此外，当0 < Pl < 1时这点称为结点（+)，当-1 <内 < 0时称它为结点 (-). 


_35 稳定不动点附近非线性映射的性质 

当 m == 2 时点 O 称为 焦点， 主乘子是 复数： 

1 > |pi| = |p2| > \pi\ (< = 3, … ， n). (3.5.20) 

在结点情形 ， （n - 1) 维非主流形将不动点的邻域划分为 w > 0和 u ; < 0两部 
分. 这里对主坐标叫方程 (3.5.10) 可以写为形式 

^ - p\w-\-o{w). (3.5.21) 

可以看到，当内 > 0时每一部分关于映射是不 变的. 不在上的轨线沿着两个 
方向之一，从区域 w > 0,或者从另一边 w < 0严格单调地趋于 O . 

当 Pi < 0时，这两部分在这个映射作用下循环，即每次迭代都改变主坐标的符 
号. 

在焦点情形，非主流形是 （n - 2) 维的，它不再将 O 的邻域划分.引入内， 2 = 
pe ± iw , 主坐标方程 (3.5.10) 变为 


w\ = p(cosu; + • • • )w\ — p(sino; H - )W2, 

W 2 = p(smu H - )w\ 4- p{coslj + • • • )w 2 } 

或者在极坐标下为 


(3.5-22) 


f = (p + …) r ， (3.5.23) 

p p + + …， (3.5.24) 

其中省略号表示高阶项.由 （ 3.5.23) 和 （ 3.5.24) 得知不属于 W ^ c 的所有轨线必须盘 
旋趋于 0( 切于主平面= 0). 

利用逆映射就可把 | 糾〉1 (i = 1,…， n ) 的情形化为上面的情形.在该情形轨 
线有估计 

II A II ^ ( . min pi - 2£ ) || 勒 || 对 X 0. (3.5.25) 

乂 1=1，…， n J 

相应的不动点是指数式完全不稳定的.光滑非主流形的存在性可以按稳 
定不动点的 W ^ c 的相同方法建立，但在这个情形要假设）— -OG. 按轨线在主坐标 
下的性态，存在下面几个类型的不 动点： 结点 (+), 结点 （-） 和焦点. 

我们用 主不变 流形定理结束这一节（它的证明见第 5 章). 

定理 3.6 (主不变流形） 稳定不动点 O 有一个 m 维_光滑不变流 
形(一般不唯一)，它在点 O 切于子空间1； = 0,这里 

r L = (3.5.26) 

L ln Pi 

其中 M 表示严格小于 rr 的最大整数， m 是主乘子的个数. 
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3.6 鞍点不动点. 不变流形 

下面我们考虑具有鞍点型结构稳定不动点 o 的映射 r ， 它的前面 a ： 个乘子位于 
单位圆内，其余 （n - fc ) 个乘子位于单位圆外 ， gp | Pi | < 1 (i = 1,... ,/ c ), )p j \ > 1 (j = 
A : + ， n )， 其中 k ^ O . n . 为了方便起见，我们用 ( Ai ,-- - , X k ) 记在单位圆内的乘 

子， (71,*- ,7 n - fc ) 记在单位圆外的乘子.还假设乘子按下面方式排序 

|Afc| ^ ^ |A 2 | ^ |Ai| < 1 < |7l| ^ |72| ^ < \ln-k . 

在点 o 附近用变量的非退化线性变换将映射： r 化为形式 

u = A-u-hf(u 1 v ) 1 

v = A"'v + g 、 u, z ;)， 

其中 t / 6 v G 普 A - = {〜 ，…，八}，谱乂 + : ln - k }, L P 是 C - 

光滑 （r > 1) 函数，它们及其一阶导数在原点为零. 

对在鞍点不动点附近映射 T 的研究类似于在鞍点平衡点附近对微分方程系统 
的研究.它可化为点 O 的稳定和不稳定不变流形的存在性问题.我们在下面将详细 
研究这个问题. Poin C ar 6 证明了解析映射的解析不变流形的存在性.后来 Hadamard 
[31] 考虑光滑情形，他证明了满足 Lipschitz 条件的不变流形的存在性. 


定理 3.7 (Hadamard 定理）鞍点不动点 O 有两个不变 流形： 稳定流形 W { s oc : 
v = r ( u ) 和不稳定流形 W, u oc : u = < p *( v )， 其中 f ⑻和 ^( v ) 对某常数 AT 〉0和 
L > 0 满足下面的 Lipschitz 条件： 


W(u 2 ) - ^*(^i)|| ^ iV||n2 -ui||, (3.6.2) 

W(U2) — 〆(” 1)11 ^ L||t ；2 -vi||. (3.6.3) 


证明我们仅证明的存在性，因为逆映射 r - 1 也可以表示为形式 （3.6.1), 
唯一的区别是变量 u 和的角色对调.因此，证明了映射: T 有形如 u = 〆 (〃）的不 
变流形对映射 r - 1 重复相同的论述，就可证明存在形如 r = r ( u ) 的不变流 
形，即所求的流形 


R 


选择小5 > 0和 R n 中围绕点 O 的邻域 A 公认，其中 M 和 D 2 分别是和 
k 中直径等于5的球.对某个 L 〉0任意选取形如 u = ^{ v ) 的曲面 W ， 使得 


IMI 彡 & ( 3 . 6 . 4 ) 

ll^ll ^ L. ( 3 . 6 . 5 ) 


我们将在下面证明，当5充分小时 ，交 T ( W ) f](Di D 2 ) 是与& = 0 ⑼ 有相同形式 
的曲面，其中@满足具有相同常数 L 的条件 （3.6.4) — (3.6.5). 这允许我们考虑曲面 
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序列 { W 厂 U =朽(1；)}^°，它是初始曲面 W 在映射 T : ^ = TV 下的相继像•进 
一步我们将证明这个序列一致收敛于满足 Lipschitz 条件的某个曲面 u = ^(外此 

外〆不依赖于初始函数 A 由构造，〆=#•，即它的图像关于映射: T 不变.由此， 
曲面 w = ( p *( v ) 是所求的不变流形 : T ( W { u oc ) n(^i(g5£) 2 ) = W { u oc . 

第一步.对某常数 L ， 选取满足条件（3.6. 4 )和 (3.6.5) 的形如 u = +) 的任意曲 
面 VV •将 u = p ( t ;) 代入 （3.6.1) 中,得到曲面 W 在映射 r 下的像的参数表示 

^ = A-ip(v)-]- /( v ? W ， v ), (3.6.6) 

f) =： A + v + g(cp[v),v )， ( 3 . 6 . 7 ) 


其中 z ; 可在中取任意值. 

现在证明对范数不超过 6 的任何 A 值 iZ 由 （3.6.6) 和 （3.6.7) 唯一确定.为此我 
们将 （3.6.7) 写为形式 

v = (4 勹 _1 (公— 9^{v),v)). (3.6.8) 

当5充分小时，范数 Wdig.n/dMW 也小.由此得知 2 

祕 .M 。 魏 

是小的，因此由隐函数定理 ，由 (3.6.8), v 可用 S 唯一表示.也应该指出， || v || 也不超 
过 (5. 事实上，由 (3.6.8) 得知 


M < IIMUdMI + IH II 咖 )IU + KIUIMI )， 


从而 


w < ii (^ r 1 n 


(II 列 + Wu\\o - M^)llo) 

i — iiM+miio 


由此，若 ( 5 , 则 HI < 1 因为 1104 +) - 1 < 1 ， IkWIU < 而且 || 仏, dl 。 很小. 
因此，由 （3.6.8) 用 P 表示 I ；并将所得的表达式代入（3.6.6)，我们“定，对每一 

个公使得_ < 5,存在唯一确定的4使得点 ( u , v ) 是某个点 ( u y v)eW 的像我们 
用 ii = ( f { v ) 记这个 IL 


第二步.我们证明曲面 TW:ti = 0⑼满足条件（3. 6 . 4 )和 （3.6.5). 换句话说，我 
们将证明 TW 整个位于点 O 的 J 邻域0 D 2 ) 内，且函数0的导数的范数不超 
过 L •由 （3.6.4) 和 (3.6.6) 得知 


|| u || < WA - WMv^l + WfX . ||^( t ;)|| + \\fX • || u || 

mi + ii/:iu + ii / XM . 


这里 1 MI 。= sup II . 
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由此得知，当 || A -|| < 1而范数 11/^11. 比较小时有 

\\ if ( v )\\ = \\ u \\ $ S , 


即对^条件 （3.6.4) 事实上成立. 

此外，从 (3.6.6) 和 (3.6.7) 我们有 


石=+ 以咖》’ + 以 < p ( v )， v ), 

^ Z 十十 <( P (”)， +必化(”)，以)， 


从而 

•) s 芸 

= WV + 以咖 ) ，咖 ’ + fv(<p(^) f y))- [A+ + 虬 (y?(v)，vV + ^(y?(t ； ) ， t ； ) 广 1 . 

最后 

< f \ v ) = A ~ ( f 1 ( v ){ A + )~ l + …， 

其中省略号表示 ||(/,^ v) |[ 0 阶项，当 5 — 0时它趋于零.容易看出，由于 im-ii < 1 
和 11(#) _1 11 < 1，只要 11/11。< Z 且 J 充分小，就有 H^llo ^ L . 

第 三步. 我们已经证明映射 r 将满足条件 （3.6.4) 和 （3.6.5) 的曲面 W 映为满 
足同样条件的曲面.因此，曲面 W 在映射 T 的作用下的所有迭代有定义.现在来 
证明这些迭代的序列 > V 7 : u = ^ Pj { v ) 一致收敛于某个曲面 W •: u = ^{ v ). 由于 
W j + l ^ T ( W j ) r \( Di ^ D 2 ), 由连续性得知 W * = r ( W ) n ( M < S ) A 0, 即这个曲面关 
于映射: T 是不变的. 

为了证明这点，我们将指出存在 K<1, 使得 

sup \)(pj^ 2 {v) - 朽 +1 ⑻ 1| 彡尺 sup || 朽 +i(v) - (Pj(v)\\. (3.6.9) 

V ^ D 2 V ^ D 2 

选择任何 v e d 2 并考虑一对点岛 ((^+ i ⑼， o ) 和 M 2 {'^ j ^ 2 ( y ), v ). 由构造，每 
一 *点从在曲面 u = (^)上有原像 Mj . 假设 M \{ u \ = 和 A ^ 2(^2 = 

^ i ( v 2 ), v 2 ). 因为岛= TM X 和私= 7 W 2 , 由（ 3 . 6 .1)我们有 

^1 = A ~ ^ ^ f { ui , v x ), u 2 = A ~ u 2 4- /( U 2， V 2 )， 

v = 力卞 t；i + giui.vi)^ = A^V 2 4 - g(u 2 ,V 2 ). 

因此得到 

11^2- til || < (P 一 II + ll/ ； l|o)||U2 — M + \\K\\o\\V2 - V X \\ (3.6.10) 
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II 的 一 w|| < IIM + )- 1 II(II^IIo||tx2-u 1 || + W v \\o\\v 2 ^ Vl \\) 


从而 


l| v _ v II < jl(- 4 " h )~ 1 llllffullo||^2 - mil 

111 、 l-IWIMU • 

对 I 卜 2 -ux|| = ||^ +1 (V 2 ) — ^-(^)11， 我们有下面的估计 

||朽+1卜2) — 朽 ( Vl )|| < || ^ j + l ( V 2) -朽+1卜1)|| 十 ||%+ l ( t ； l ) — ％如 1)||. 

和式中的第一项有估计 


(3.6.11) 


II朽+办2) _ 朽+1(”1)|| 彡 ||o||t；2 - Vi || < L \\ v 2 - VlH， 


第二项有估计 


11朽+1(屯） 一 心如 1)11 < 


其中 P = sup II朽 +1 ㈦一朽⑼ II. 因此，我们得到 

V ^ D 2 


I卜2 - will ^ p -\- L \\ v 2 — . 


(3.6.12) 


由此从 （3.6.11) 得 


1^2 - Vi \\ ^ 


_?||(舻) 一 miu 

1 一 iK > i +)- mx+Lii 成 11 。)’ 


将 (3.6.12) 代人 (3.6.10) 后，给出 


心2 -叫| 0(11， || +•••)， 

这里省略号表示||(/, .g)U 。 阶项.由于< 1,我们有 

11^2 -Wi|| = II 巧 +2 ⑼一朽 +1 ⑻ || ^Ksup tl^i+l(^) - (pj(v)\l 

其中某欠< 1不依赖于可只要㈣ < 外如果我们对这个不等式的左端关于所有的 
t; 取上确界，则得到所求的不等式 (3.6.9). 

由 (3.6.9) 我们得到 


- (p j+ i{v)\\ ^ K j sup ||y? 2 (v) - pi(v )||， 

即级数 

OO 

[(朽+1⑼一朽⑻） 
i=i 

是以 K < 1为系数的几何级数为优级数的，因此，它一致收敛.由于这个级数的部分 
和是（外 - (^⑻)，它的一致收敛性导致序列 { ifj } 一 致收敛于某极限函数 
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第四步.我们用表示函数 f 的图像 U = ^( V ). 由构造，这个图像关于映 
射了是不 变的. 注意，由于 ^( V ) 是连续函数序列的一致收敛的极限，它也连续 .一 
般来讲，函数 f 的光滑性不能从我们的论述中得到（光滑函数级数的极限可能不光 
滑).尽管如此，我们指出所有函数朽的导数都以同一个常数 L 为它们的 上界： 

II 咖 )11 

由不等式 

- 朽⑹ "彡 Iloilo II Vi -V 2 \\ 

得知，所有函数对 A 中任何的 ( t ； i , V2 ) 满足 Lipschitz 条件 

ll ^ j (^ i ) -朽(” 2 )|| < L\\vi - V2 \\. 

如果我们令 j — 00 对这个不等式取极限，得到 


IW(Vl) — ^*(^2)11 < L\\vi-v 2 \l 

因此，我们建立了满足 Lipschitz 条件的不变流形的存在性.必须指出，可 
以选择初始曲面 VV 使得它通过点 O . 于是显然曲面 VV 的所有迭代也包含点 O , 从 
而极限曲面 W ^ c 也包含 O . 

在证明不变流形的光滑性之前，先确定映射在 和；^ e 上的限制的性态. 
映射在 Wf oc 上的限制由公式 

u = A~u + f ( u , (3.6.13) 

给出.故由 (3.6.2) 得 

IN < M 一 IIIMI + ll/»ll + mahW < (Ml + ll/J + ^||/ ： ||)||u||. 

因此，由于 || A -|| < 1 以及 II 尺 II 很小，在上的任何点的迭代在映射： r 的作用 
下指数式收敛于点 o . 

由对称性，对映射 （3.6.1) 在 W ^ c 上的限制 

v = A^v - f - (3.6.14) 

可得到类似的结果，即对 W ^ oc 上的任何点存在唯一确定的像 I ； == T - l v , 它在映 
射: T — 1 的迭代下一致并指数式地趋于点 O . 

定理 3.8 不变流形和 W { u oc 具有 C 7 - 类光滑性，且它们在点 O 分别与 
稳定特征子空间 〃 = 0和不稳定特征子空间 u = 0相切，即 


<(0) = 0， <⑼ = 0. 


证明如上我们仅证明这个定理关于的部分.流形的光滑性由该问 
题的对称性得知•流形 W ^ c 的不变性导致如果某点 M ( u ， v ) 属于即 u = ^( v ) 

以及如果它的像 M ( w , v) 停留在点 O 的 (5 领域内，则点 M 也属于即它的坐 
标满足 u = if *( y ). 

由 （ 3.6.1) 我们有 

+ /(#») = g{if m (v),v)). (3.6.15) 

如果函数 f 可微，由这个等式的形式微分，我们确定它的导数 f ^ d ^/ dv 满足等 
式 

A~rj*(v) + /») ，咖 •(?;） + /»),v) 

(3.6.16) 

=”•⑼ [7 + (处化- ㈣ 咖⑼+ 乂^⑼^⑽+广 1 ]#， 

其中 I是 （n - k) x (n - k) 恒同矩阵， p 的值由公式 (3.6.14) 给出 • 

下面我们证明存在满足 (3.6.16) 的连续函数 tj *( v ) 使得= 0, 且这个函数 
就是 ^ (v) 的导数，因此建立了流形的 C 1 - 光滑性.稍后，由归纳法我们证明 
w x u oc 是 e - 光滑的. 

第 一步. 由公式 （3.6.16) 得知定义不变流形的函数的导数的图像7； = 77* ㈦ 自身 
就是映射 r •: ( v ，77) ㈠ 的不变流形，其中 P 由方程 （3.6.14) 给出，是由下面 
的方程 


9 = [A-77(A+) - 1 + (/：(^ v)v + } l M W, v))(A^) 

x[/ + ( 心 〆 W ， 咖 + y») ， v)) 04 +) - 1 广 1 

给出. 

映射: T 可形象地表示为形式 

V = A~ 4- F(v, rf), 
v = i4+v + G(v)y 

其中 F 和 G 是某连续函数 


(3.6.17) 


(3.6.18) 


尸 (0,0) = 0 ， G(0) = 0. (3.6.19) 

此外， P 光滑地依赖于 77 ,且 

F ； (0,0) = 0. (3.6.20) 

函数 G 满足 Lipschitz 常数为 e 的 Lipschitz 条件，缩小点 O 的 J 邻域的大小 
可使 e 任 意小： 


||G(i ；2) - G(vi)\\ = \\9(^(v 2 ),v 2 ) - g((p m (vi),vi)\\ 


< IlffXlk •⑹- /( Vl )|| + ||^|| o || V 2 -Vlll 

< (IKII 。 厶 KIU)II”2 - ”i|| < .2 — ”ill 


(3.6.21) 
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(见 (3.6.14),(3.6.3)). 

点 （W = 0,” = 0) 是映射 (3.6.18) 的不 动点. 通过这一点的映射 r * 的不变流形 
V ^ V ^ v ) 的存在性可容易地通过重复证明映射 (3.6.1) 的不变流形的存在性的论述 
来证明 • 事实上，利用事实 pi < 1和， 十 )1 < 1以及关系 （3.6.19)— (3.6.21)， 
我们可以直接验证，利用选取满足 || r ?1 ( i ;)|| < L 的形如7? = m ( v ) 的任意连续曲面， 
这个曲面在映射： T 作用下的像是同一类型的 曲面. 因此可以考虑由初始曲面经映 
射 P 逐次迭代得的曲面 序列切 =可以验证这个序列满足 （3.6.9) 类型的不 
等式，由此得知它收敛于连续曲面7/ = fh ), 对此 


\\ v "( v )\\ ^ L . (3.6.22) 

由构造，这个曲面关于映射 T * 不变，即 (3.6.16) 满足 . 3 

第 二步. 我们已经建立了泛函方程 （3.6.18) 连续有界解 rT 的存在性，它是函数 
^ 的形式导数.现在我们证明 77* 是 f 的实际导数.考虑值 



^ △”） 一 〆 (幻一 ^(^)iiAt；ini 

㈣|—0 \\ Av \\ 


(3.6.23) 


由导数定义，< 三 d ^/ dv 当且仅当 z = 0. 我们证明这个恒等式.首先注意 
到2的值有界：由 （3.6.3) 和 （3.6.22) 


+ At ;) — < p *( v ) — rj^^AvW ^ 2 L || Av ||. 


(3.6.24) 


我们来确定和 z(i;) 值之间的关系，其中由 （ 3.6.14) 给出.由 （ 3.6.14) 有 


△公= (4 r +<(#») +乂( 〆 ⑻， 

+<(<»)(△#- r?*(v)Av) + o(Av) y 

其中 s ( p*(v 4- Au ) — ( p * ( v ). 

由 (3.6.25) m (3.6.16) 我们得 

r]*(v)Av = (A~ + (v) Av + (v),v)Av 

+Y ⑹虬 (#»)(△# - r]*(v)Av) -f o(Av). 

由 （ 3.6.15) 我们求得 


(3.6.25) 


(3.6.26) 


(p* {v + At;) -ip^(y) = {A~~ + fu{fP*{v),v))^ + f v (<p*(v),v)Av -|- o(Av). 

~ 对照映射 （3.6.1)， 为了证明不等式 (3.6.9), 它对逐次逼近的收敛性是至关重要的，函数 
Vj 不再要求是光滑的和有有界导数.理由是映射: r 是三角形映射，且 (3.6.18) 中的第二个 方程不 
依赖于变量％ 


现在，由此得 
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一 tj ^( v ) Av 

= (乂― + - - 7]*( v ) Av ) -f o ( Av ), 

因此 

II △尹一 ”•㈤ △列 < (II 乂 —II + •••)ll^-^(v)Av|| + o(At;), (3.6.27) 

其中省略号表示 11(/,^)^ ||阶项. 

由 (3.6.24) 和 (3.6.25), 对 || Ai ;|| 我们有下面 估计： 

||Ax;||^(||(^)- 1 || + ...)||Az;||. 

由此以及 (3.6.27), 再由函数^的定义，我们得到 

z ⑼彡 （ MUM 十 「 I + •••)+). (3.6.28) 

我们已经指出，对任何按范数不超过 J 的点 A 存在原像 v 使得 | M | 彡丨 因此， 
对任何点如，满足巧= 巧 +1 的无穷序列{%}有定义•由 (3.6.28) 

咖 ) < ( P 1 KA +)- 1 1| + •••)&(%)， 

因为 Z ( vj ) 有界且 M-II < 1， \\( A ^ r l \\ < 1 ,得知 Z (吻 ） = 0.由于你是任意选取的, 
得知 < t ;) s 0,即函数 f 的光滑性被建立. 

应该指出，有关映射 (3.6.18) 的不变流形 {ry = v *{ v )} 的存在性论述，一般来讲， 
仅对于充分小的 t ; : ||刎 ^ S 1 , S l >0 成立 • 我们忽视了这样的事实，&可小于原点邻 
域的直径5,在此邻域内函数 〆 有定义.尽管如此，我们可以证明函数 f 在原点的 
5邻域内对所有的都 光滑. 为此我们首先指岀，因为在原点的 (5 邻域内，中的 
任何点0的向后迭代一致收敛于 <9,原点的&邻域在上的像经映射 r 的数次 
向前迭代将覆盖 J 邻域.由此得知，由于映射: T 光滑，又由于在点 O 的心邻域内流 
形也光滑，故在原点的 (5 邻域内光滑. 

第 三步. 我们已经建立了映射 r 有形如 tx = ^( v ) 的光滑不变流形.此外，导数 
?T = d ^/ dv 的图像自身是由公式 （3.6.17) 和 （3.6.18) 给出的映射: T 的不变流形. 
如果映射: T 的右端的光滑次数大于1，则映射 r * 的右端属于 C 1 - 类（因为它由 f 
和分表示).由于映射： T * 的不动点 (v = 0 ,n = 0) 是鞍点，用于对映射 T 的所有论 
述可以重复，这导致映射 r _ 的不变流形7? = ^{ v ) 是光滑的结论，从而函数 〆 属 
于 C 2 - 类 .4 

4 唯-的区别是映射 P 的线性部分不是分块对角型，因此,一般地有$⑼尹 0. 

dv 
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因此，当映射: T 的右端的光滑性大于2时，映射： T 的右端是已经是 C 2 - 光滑 
的. 由此，由前面的论述，分别地有函数 r ?* 是 C 2 - 类的，函数 f 是 C 3 - 类的等等. 
由归纳法我们得知 C ” - 光滑不变流形的存在性.证明 完毕. 

如同在平衡态情形，不变流形和可以通过变量变换 

^ =卜 〆 ⑻， 

7] = V — 吻 ’ {u 、 

局部直化.在新变量下不变流形取形式 


W? oc :W = 0 和 : e = 0. 

流形的不变性导致7? = 0时0 = 0, C = 0时 s = 0. 借助于变量€和7/，原来的系统 
化为形式 


^ + 77 )) 77 , 


(3.6.29) 


其中 ~ € C — 1 且 


^( 0 , 0 ) 


1 , 2 . 


(3.6.30) 


在鞍点的小邻域内函数 / U ， 2 按范数很小，并且只要轨线停留在鞍点的邻域内 
不等式 


(ia<(|Ai|+e)||a 


和 


_ > (|7i| -^)11^11 


在 Jordan 基下成立.因此我们得到 


||。" < (M +十||。|| 对 0， (3.6.31) 

M 彡 ( WHI 1 对 X 0 (3.6.32) 

(见上一节类似的公式 （3.5.4) 和 (3.5.25) 的证明).因此，既不位于 Wf oc 也不位于 
W ^ oc 内的轨线当 j — 土 00 时离开鞍点的邻域.此外，向前轨线离开鞍点邻域所需的 
迭代次数是 In || 770 1| 阶的，向后轨线所需的迭代次数为 ln || Co || 阶的. 

在稳定流形 Wf oc : v = ^( u ) 上的映射 （3.0) 由 

u = A~u -H (3.6.33) 

给出.在 Wf oc 上点 O 是稳定不动点.一般地，这个点或者是结点（如果仅有一个坐 
标为主坐标)，或者是焦点（如果存在两个对应于一对复共轭乘子的主坐标). 
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在 W { u oc 上的映射（ 3 .6.1)由 

^ g {^{ v ), v ) (3.6.34) 

给出. 这里，点 O 是完全不稳定不动点，并且一般地它是结点或 焦点. 

现在我们可以按轨线在主坐标下的性态指定9个鞍点不动点的主要 类型： 

⑴ 鞍点 （+，+):在和上都是结点 （+). 

(2) 胺点 在和上都是结点 （-) . 

(3) 鞍点 （+，-): 在上是结点 （+)， 在上是结点 （-). 

⑷ 鞍点 （-,+): 在^^ 上是结点（-)，在 Wc 上是结点 （+). 

(5) 鞍-焦点 （2, 1+): 在上是焦点，在 W 匕 上是结点 （+). 

⑹鞍-焦点 （2, 1-): 在上是焦点，在上是结点 （一 ) . 

⑺ 鞍-焦点 （1+， 2): 在上是结点（+)，在 W 匕上是焦点. 

(8) 鞍-焦点 （1-， 2): 在上是结点 （-)， 在上是焦点. 

(9) 鞍-焦点 （2, 2): 在和 W { u oc 上都是 焦点. 

定理3. 4 和定理 3.5 对系统 （3.6.33) 和 (3.6.34) 都成立.因此在和中 
存在 非主稳定不变子流形主稳定不变子流形非主不稳定不变子流形 
以及 主不稳定不变子流形 进一步我们选择鞍点不动点的另外三个光滑不变流 
形.为此引入 记号： 



In A 



In 7 
• In | 7l |_ 


(3.6.35) 

(3.6.36) 


其中 A 和 5 分别表示最靠近单位圆的非主稳定和不稳定乘子的绝对值， M 表示严 
格小于 x 的最大整数. 

定理 3.9 在 C 7 -光滑映射的鞍点型结构稳定不动点的邻域内存在下面的不 
变 流形： 

1. C min (^ r ^) -光滑扩展稳定流形，它包含 W { 9 oc , 并在点 O 处切于线性化系 
统的扩展稳定特征子空间且与 w ^ c 横截相交. 

2. C rair ^ r » r ^> - 光滑扩展不稳定流形 ， 它包含 W { l c , 并在点 O 处切于线性化 
系统的扩展不稳定特征子空间且与横截相交. 

3 . c min ( r ， m r “）-光滑主鞍点流形 w^ e = 

证明见第5章.我们指出，一般来讲流形 W { f c 不唯一，但是任何两个这样的流 
形在 ^ oc 的每一处都彼此相切.类似地，任何两个流形在 W ^ oc 上彼此相切. 
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3.7 鞍点不动点附近的边值问题 

考虑 cr -类 （ r* > 1) 映射 r 

U = A^U + /(UyV), 

- 4 +」 V 、 (3-7.1) 

v = A^v 4 - g{u^v 、， 

其中 tz e ， t ； e •设 0(0 , 0) 是映射 r 的鞍点不动点，即谱= { 々，•••， A mi } 
严格位于单位圆内，谱4+ == { 71 ，… ， 7 m 2 } 严格位于单位圆外.假设函数/和 P 连 
同它们的一阶导数在原点为零. 

如同我们在 2.8 节研究过的鞍点平衡态情形，在鞍点不动点附近的指数式不稳 
定性是映射 (3.7.1) 的轨线的典型性态.因此，在该情形下，代替初值问题而按下面 
方法考虑 边值问题是 十分合理的. 

对任何 ！/◦, 2； 1 ， 以及任何常数 k > 0, 在点 0(0,0) 的邻域内求映射 （3.7.1) 的 

轨线 

使得 

UQ = U°, Vk = V 1 , 

其中对某个充分小的 s > 0, 我们假设 || u °|| < e 和 hi 彡匕 
映射 （3.7.1) 的轨线{(七，巧)}》 = 0由 

Uj ’+1 = A Uj - I - / { u j I v j)y 
yj +1 = 

给出. 

在线性情形下，这个边值问题的解可平凡地求得： 

Uj; {A-) j u°, Vj =( 泌 + 广 (*〜) — • 

由于 uw ) j ii 和 h ( a + )~^')|| 对一切有界，线性问题的解关于初始条件 
w 和 w 的扰动稳定.在非线性情形这个论述的正确性由下面的定理建立. 

定理 3.10 对充分小的 €>0 以及满足||^°||彡 e 和 || W || < e 的 u G 和 I ； 1 ，映 
射 （ 3.7.1) 的边值问题 （ 3. 7 _2) 的解对任何正整数 A: 存在. 这个解唯一且连续依赖于 

W )- 

证明 我们将视边值问题 （ 3.7.2) 和 （ 3. 7 . 3 ) 的解 


(3.7.2) 


(3.7.3) 


(3.7.4) 


{(W 0 ^0)»(W1,V1),**- y(UkyVk)} 
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为关于变量{(巧，1^)} (j = 0, 1， . •. ， fc ) 的下面方程系统（见 2.8 节中鞍点平衡态附近 
类似的关于边值问题的积分方程） 

j — 1 

^ = ( 乂 -)、 0 + ( A ') j ~ a ~ l f(^v a ), 

k -1 (3.7.5) 

巧 =(，)- 斤為 1 W (a+1 K，％) 

的解.注意到这个系统是由关系式 (3.7.3) 直接推导出来的，就是说，对我们有 

Uj = A ~ uj-i H - 

= + A - f { Uj -2, Vj -2) + 


对巧有 


= { A~) 3 uq + ( A ~ y ^ 1 f { u 0 , v 0 ) + ••• + 


^ = (乂 + rs+i ， (义勹 _1 p (%， w ) 

= (力 ‘) _: s +2 — (i4 + r 2 .g( 〜 +i ， v J+1 ) — (A+)- 1 咖 w) 


= {A + y~ k Vk - (A^y~ k g(u k ^i 1 v k ^i) -(>4 + ) _1 〆!^ ，巧 ). 

显然对任何解 (3.7.4) 有 u 0 三 u 0 和外 s t ; 1 . 因此，序列 {( u 0 ， v 0 )， (屯 ，扒)，…， 
( u kl v k )} 是边值问题的解当且仅当它满足 (3.7.5). 

我们用逐次逼近法来构造系统 (3.7.5) 的解.第一次近似选取线性边值问题的解 
(3.7.4). 逐次近似按公式 


u ； n+1) = { A-yvP + £ 

t^ 1 ) = (A+) 卜 V - 史 (A^- l g(u^\v^) 

8 =j 

(j = 0, 1, …， A :) 

计算. 

现在我们证明所得序列一致收敛于某个极限向量 

4 = {(« 齡 

先证明对所有 n 和 0 WO 有 

K n) "d M n ) | l < 2£ * 


(3.7.6) 


(3.7-7) 
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当 n = 1时，它由事实 || u 0 || < e，IPU < e 和不等式 

\\( A -' y \\^ X \ II 04 H < (3.7.8) 

直接得到，其中0<久<1和 7 >1是 X - 的谱严格位于直径为 A 的圆内和乂 十 的 
谱严格位于直径为 7 的圆外的个数. 

用归纳法对所有的 n 证明不等式 (3.7.7). 由于函数/和 g 以及它们的一阶导 
数在点 O 为零，不等式5 


d { f ,9) 

d ( u ， v ) 


< S } 


ii /， 分 II < 伽 ， vii 


(3.7.9) 


满足,其中5可通过缩小点0的邻域而变得任意小.选择 e 充分小使得对任何在鞍 
点的 2 e 邻域内的 u 和 Z ；， 不等式 


2 d max 



< 1 


成立•由（3.7.6)，(3.7.8)和 (3.7.9) 我们得到 


(3.7.10) 


由此得知 


心十 1 )"彡 A， 0 " 十斤夕十 1 "#)，々)“, 


^=0 

ii^ n+1) n < ，呻 小左 v_ s -Mk 71 )，#". 



ik n+1) ， 


4 时 1 )ii 


< s : + J max 





由 （3.7.10) 我们有，若 \\ u ^\ vi n) W ^ 2e , m || u 5 n +1) ,^ n +1) ]|<26 ? 故对所有 ri 不 

等式 （3.7.7) 成立. 

现在我们证明 


。說 fc " u 5 n+1) — 4 n )， 4 时 ” -％ (n) ii 
^ - max || ni n) - - 

Z 0« A : 


(3.7.11) 


由于对所有 n 变量 ( fi )， vf ) 位于鞍点的邻域内，故估计 (3.7.9) 对 f 


此后 ||u,v|l 表示 max{||tx||, ||v||}. 
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和 ^(^ n) ,^ n) ) 成立. 现在由 （3.7.6) 和 (3.7.10) 我们得到 


"nil 

3=0 


5 


< YZJ " 心)- -”，七) -^ n-1) 


^ 2 o 2 ^j ~ 心一 1 )，々)- 


类似的估计应用于 ||^ (n+1) - 

由 （3.7.11) 得知差的范数和按几何级数衰减.因 
此级数 

^(^-心” 1 )-#) 0.7.12) 

n=l 

失于 j 以及 Au 1 和 A; —致收敛，由于有明显的关系式 


H p ) ，氺 )) = (穸 1 ” -竹 

n=l 

当 n 一 oo 时序列(^ 70 ，^ 70 )收敛于某个向量{(^^；)}^ 0 ,它为系统（ 3 . 7 . 5 )同时 
也是边值问题的解.由于逐次逼近收敛的一致性，解 ( u ) , v ；) 连续依赖于 u Q 和I； 1 . 

为了证明解的唯一性，假定系统 (3.7.5) 还有另外一个解 {( u ；\ vy )} U - 于是 
按照与证明不等式 （3.7.11) 相同的方法，我们可以证明，对一切 j e {0,…，埘有 

||u; K — ，4 |K* - - 

因此，恒等式％* e %和三％成立，证明完毕. 

与 2.8 节证明鞍点平衡态附近边值问题的解的光滑性类似，可以证明，在鞍点不 
动点附近边值问题（3.7. 2 )和 (3.7.3) 的解关于初始条件 ( u ^ v 1 ) 是 e _光滑的.关 
于 u Q 和 W 的导数由形式微分（3.7. 2 )和 (3.7.3) 得到的边值问题的解（唯一）确定 • 
因此导数 dvj / du ° 是下面系统 

Uj^i = A-Uj -f K(u；^)Uj + 

Vj -,1 = A+W +辦，啊 辦，挪 （3.7.13) 

C ?’ = 0, …， *) 


满足边界条件 


Uq = I mi » V/c = 0 


(3.7.14) 
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的解，其中 ％ 三 du ；/ du °, Vj = dv ；/ du °. 

如同我们将边值问题 (3.7.2), (3.7.3) 的解视作为系统 （3.7.5) 的解，我们将边值 
问题 (3.7.13), (3.7.14) 的解作为系统 

j'-i 

•今 =0 

fc-1 (3.7.15) 

v 3 = 产 8 K (<， ok ) 

^=3 

的解. 逐次逼近的收敛性可以用与定理 3.10 相同的方法证明，即可以证明 || f / j n+1) - 

f / j 叫 1和 \\v} n ^ l) - V } n ) |]的范数按几何级数衰减. ' 

导数 如和 dv ^ dv , 也可作为系统 （3.7.13) 但满足其它的边值条件 

V k = J m2 和 t / 0 = 0 (3.7.16) 

的解求得. 

用边值问题的方法可使我们对鞍点映射的性质建立一个非常重要的几何结果， 
称之为 A - 引理.为方便起见，我们作 C 7 - 光滑的坐标变换，将鞍点不动点的某 e 
邻域込内的稳定和不稳定流形直化（见 3.6 节). 借助于新坐标， （3.7.1) 中的函数/ 
和夕以及它们的一阶导数在原点为零.此外，在中的每一点 

f {0, v ) = 0, ^( u ,0) = 0. (3.7.17) 

因此, W { 8 oc 的方程变成 v = 0, W ^ c 的方程变成 u = 0. 

在邻域认内我们考虑任意的 m 2 维 C "- 光滑曲面 H 0 ：u = h 0 { v ), 它与 ^ oc 
横截相交于某点 M . 

我们证明当 A : —+ oo 时点列 { M ， r ( Af ),... 收敛于 O . m 2 维曲面 
T k ( H 0 ) 通过这个序列中对应的点•以表示包含点 r fc ( M ) 的 T k { H 0 ) r \^ e 的连 
通分支 * 

引理 3.2 (A - 引理）对所有充分大的 fc , 曲面 Hit 表示为形式 tx == h k ( v ), 其中 
函数 h k 以及所有它们的导数当 A : — + oo 时都一致趋于零（见图 3.7.1). 6 

证明由曲面// 0 与曲面 Wf oc ：v = 0在点 M (/ i o (0),0) 的横截性,得知 阿 (0)|| 
有界.因此对所有充分小的 V ，范数 \\ K ( v )\\ 有界.考虑曲面汍并在其上任意选择 
点 (UkjVk)- 由构造，在 上总存在点 (tXo ， ”0) 使得 T k (uQ 7 Vo) = (life, Vfc). 

由定理3.10,对任何正数 A :， 映射 rh ( uo . vo )^ ( u k , v k ) 可写为隐式形式 

Uk = ^ k ( y >0, Vk ), Vo = 7] k [ U Q ， Vk )， (3.7.18) 

6 换句话说，序列 Hfc 在 C - 拓扑下收敛于 
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图 3.7.1 A- 引理的儿何解释.曲面 u = h k ( v ) 的图像的逐次迭代在沿着稳定流形 V s 趋于不稳 
定流形时变得越来越平坦 . 

其中 Ob 和取是 C 〜光滑函数.下面我们证明当 /fc — +0 C 时，函数心，取以及它 
们直到7阶导数的范数一致趋于零. 

将 = ha(v 0 ) 代人 （ 3.7.18) 给出点 { u k , v k ) e H k 和点 ( u 0 , i ； o ) G H 0 由关系式 

Uk = ^ k ( ho ( vo ), v k ), v Q = rj k ( h Q ( v 0 )， v k ) (3.7.19) 


建立的联系. 

我们已经指出 ，取 以及它们直到 7 阶的导数3 fc — + oo 时趋于零，但是对小的 
^0,11^1!保持有界.因此由隐函数定理，对充分大的 A : 和任何其范数不超过£的叫， 
(3.7.19) 中的第二个方程可关于 vo ： vo = ^ k ( y k ) 唯一求解，其中函数外和它们所有 
直到7阶的导数当 A : — + OG 时一致地趋于零. 

曲面 iiA ： 的方程现在可以写为显式形式叫= ^ k ( ho {( fk { vk )), Vk ), 这就给出了引 
理，因为函数心和外的范数当 A : — + oo 时一致地趋于零. 

由此 ， A - 引理的证明化为验证范数 || ail 和 I 1 WI 以及它们的导数的范数趋于 
零.让我们来证明这一点. 

引理 3.3 在将稳定和不稳定流形直化的坐标系下，当 A : — oo 时函数的范数 
II 匕 II 和 fell —致地趋于零. 

证明考虑得出映射 r 的边值问题解的系统 （3.7.5). 我们有叫 三 心 (抑，％) 和 
vo = Vk { uo , Vk )- 下面将证明对某个 K 和某 A < 1, 7 > 1?系统 （3.7.5) 的解满足不等 
式 


Ikill < Kj^ k . 


( 3 . 7 . 20 ) 
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，定理 3.10 的证明可以看出，系统 (3.7.5) 的解可由公式 (3.7.6) 计算的逐次逼近 

H n ) >^ n ) ) 的极限 得到. 因此只需验证对具有相同 A :, A ,7 的逐次逼近的每一步，不 
#式 (3.7.20) 成立. ’ 


对第一次近似 


Uj l) = = (乂+疒…-力” 1 ) ， 


(3.7.20) 的准确性由 (3.7.8) 得到，只要我们选取 K > e 和 A >入，7 < 7. 现在我们 
证明如果 (3.7.20) 对第 n 次逼近成立，则它对第 （ n + 1) 次逼近成立.首先观察到由 
(3.7.17) fP (3.7.9) 得到函数/和 g 满足下面的估计 




(3.7.21) 


现在由 （ 3.7.7) ， （ 3.7.9) 和 (3.7.21), (3.7.22) 我们得到 


||u ； n+1) KA^ + <5^A^ 1 ||^ n) ll ， 


3 


iid< +5 [y - 卜背 )"• 

•9=J 

因此，如果 (u! n) ， t4 n) ) 满足 (3.7.20), 则对 u5 n+1) ,^ n+1) 我们有 


0 

fc-1 


\\u^ l) \\ ^ X^^-S^^-^KX 8 ^X j (e-h 


SK 




xr 


允一 i 


(3.7.22) 


jin W - + 1 付 — 


不等式 （3.7.20) 对成立，只要 


K > \ e 6 K max 


A — A ? 7 — 7 



由于对充分小 e 可以使得 5 任意小，这样的常数 K 存在.因此我们可以选取 KA 
和5使得不等式 (3.7.20) 对所有逼近都成立，从而，对边值问题的解本身也成立. 
对函 数心和 r / fc 我们得到 

\m ^ KX\ KT\ 

即当 A : — + OC 时这些函数的范数一致指数式地趋于零.证明完毕. 
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引理 3 . 4 当 — DO 时导数 ^ k - yVk \ 的范数一致地趋 于零. 

O{U0yV k ) 

证明 我们考虑导数 g 和它们由边值问题 (3.7.13),(3.7.14) 的解 给出: 

= Vfc. 在证明当 A: —► +OC 时 和 V 0 (u Q ,Vk) 都趋于零之 

前 /我们 将证明&有％和％有界，上界常数既不依赖于 A : 又不依赖于 j . 

由系统 （3.7.15) 求得的％和％为逐次逼近 


J — 1 

f /广 = ㈣ +乙(，广-、/》:，视⑷+/:(以) V ；⑷)， 

3=0 (3.7.23) 

^ (n+1) = ⑷切 

# 

的极限，其中 < 和 < 是边值问题（3. 7 . 2 )和 （3.7.3) 的解.如果我们证明所有的逐次 
逼近 uj n \ v } n ) 都有界，上界常数不依赖于 M 和 n ， 我们就可证明％和％ —致有 
界.为了验证这一点,假设对所有的 j 有 

ll ^ j n) ,^ (n) || ^2. (3.7.24) 

由 （3.7.23), (3.7.9) 和 （3.7.10) 得 

ll^i n+1) ll < V A^*- 1 (||^(‘ ％ )||||t/^)|| + ||/>, ， W)||||R ⑷ ii) 

3=0 

i-i 

彡 1 + 25 E Ai 十 1 < 1 +25/(1 - A ) < 2, 

5=0 

livf +1) ll < 十 HIK ( 〜 W)||||t/i 叫 I + ||^(u a ,t; s )||||^)||) 

«=i 

fc -1 

< 2(5 D 7 J •十 1 < 2(5/( 7 -1)^1. 

«=j 

这就证明了我们的论断. 

现在证明当 A : — + oo 时 C 4 趋于零.由于％满足 （3.7.15), 我们得到 

i — 1 

\\UjW ^ V +5> h - 1 (5|| C/J + ||/0:,<)|||| V ；||). (3.7.25) 

s =0 


由于 /(0， v ) = 0,故 / i (0, t ;) = 0,因此当 u — 0时 r v { u , v ) ^ 0. 从而，由于 
(3.7.20), 当 s — + oc 时现在由于14 对所有 s 保持有界， （3.7.25) 给 
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出 

i — 1 

11^11 < Y + [ A 卜- 1 ㈤ [7,11 +内)， (3.7.26) 

8=0 

其中〜 是某个当 s — +oo 趋于零的正数序列.考虑由递归公式 

j’-i 

^ E ^ s ~\6 Z s ^ Ps ) (3.7.27) 

a=Q 

定义的序列由归纳法从 (3.7.26) 得到 || t4|| 彡心因此，为了证明 穿 L 三 U k — Q 、 
只需证明 Z k ^0. ° 

为此,我们首先指出，由 （3.7.27) 有 


Z j+1 - AZj = SZj -h Pjy (3.7.28) 

因此 

Zj^-i = (A + S)Z j +p j . (3.7.29) 

由于 5 可取得充分小,我们有 A + 6 < 1. 现在,如同对序列 (3.5.14) 所作的（考虑到 
Pj - 0), Z 7 - 收敛于零的证明可用相同方法进行.因此 ， fc — + OC 时 K = |&趋于 

OUo 

零. 余下的导数 d ^/ dv k 、 d V k / du Q ^ dr / k / dv k , 可用相似的方法证明，当 A : — + 0O 时 
它们都趋于零. 

引理 3.5 函数心 和％ 的前 r* 阶导数的范数当 A: — oo 时一致地趋于零. 
证明引入记号 


rri = gS V i = d % 

加 ) 一 duldvl ， ^ = duldvl ， 

其中 p + g i < r . c / j 和 V /可以作为 （3. 7 .5) 关于坳 微分 p 次以及关于外微分 g 
次得到的系统的解，它们可按逐次逼近法 求得： 


U 卜 I ㈣ 一 (/ + f >„ v 3 ) V ： 

5=0 

+ PiK ，〜 …，⑺- so )， 

fc-1 

V ； = -Y 1 ( 种十 1 (g f u (u 91 v s )Ui -h g^Us, v a )V ： 

s =3 

+q 如， 〜 ••• ， {/ 】 -'d), 


(3.7.30) 


其中尺和 a 是变量 { ui , v } r -, ur \ vr l ) 的多项式，函数 f 与 g 的导数是在 
U = W s 和 v = T； s 计算的. 



例如，对导数 
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我们有 


和 


•)一1 

u h,0) = ⑽ 

s=0 

+ / uu( u si v s)(f^n(l 1 0) ) 2 ^fuvi u si v s)^a(l t 0)^3(l t 0) 

^fvv( u s,Vs)(V s (l t O)') 2 ^ 


巧2,0) =- E ^ + ) i "' 1 ^ ) ^(2,0) + 9 f v ( U S , ^ ) K , (2j0 ) 

«=J 

十分 tiu (以 •，，"s)(^a(i，o))2 + 2p wv (tz a ，t/ a )^7 a (i，o) V^(i，o) 

+ 〜 v( Ws)(K(l ， 0)) 2 ) • 

利用上面对一阶导数使用的方法可以证明任何 i 阶导数 C / j 和有界，上界常 
数既不依赖 j 乂不依赖 fc (但可能依赖导数的阶数 i ). 

为了验证 A : — + OG 时范数 \\UiW ^ 0,我们证明 || C /；|| 囿于一个与 fc 无关且当 
j -> oc 时趋于零的序列.对 i = 1这个论断我们已经证明.用归纳法我们证明它对 
一 •切 i 成立. 

假设对所有小于某个 io 的 i ， 当 j -> do 时 || f / j || — 0. 对 t / j ° 考虑方程 (3.7.30). 
由归纳法假设，巧。中那些至少包含-一个值 W (i < i 0 ) 的项当 s — + oo 时趋于零. 
剩余的项是某些值 F / 和 f ( u 9 i v 3 ) 关于变量％的某些导数的积.由于所有的以一 
致有界，且 f ( u 3 J v A ) 关于 变量％ 的导数当 — 0时一致趋于零（因为/(0^) = 0) ? 
由此得知，所有这些项以及 /( us . v ^ V ； 当 s — + oc 时趋于零. 

因此，完全类似于对一阶导数的讨论，我们有估计 

i — 1 

㈣ < V + 1 ( 咖 j 十 P !)， 

a=0 

其中迖是当 s — + oo 时收敛于零的正数序列.因此，类似于对％ 1 的估计（3.7.26)， 
我们得到 t / j 被某个不依赖于 fc 且当 j — + oo 时趋于零的序列 Zj 所优控.从而我 
们现在可以得出心的所有导数当 fc — + oo 时都趋于零的结论. 

对 F / 我们得到估计 


㈣ ikE 夕十沁帆 1+0, 
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其中当 （fc - S) — +QO 时 CT\_ S 0. 重复对 0 应用过的相同论述，我们可以证明当 

(fc - j ) — +00时11^11 -^0. 假设: /• = / C , 我们得到当 fc — +QO 时 r/fc 的所有导数 
都趋于零.证明完毕. 


3.8 鞍点不动点附近线性映射的性态.例子 

在这一节我们将研究线性鞍点映射的某些儿何性质.适当选取坐标系使得具有 
鞍点型的结构稳定不动点 o 的线性映射 r 可以写为形式 

x = A sL x ^ u = A sa u , 

y = A uL y , v = A uu v , (3.8-1) 

其中矩阵的特征值的绝对值等于 A ， 0 < A < 1，矩阵的特征值的绝对值小 
于 A . 矩阵的特征值的绝对值等于7, 7 > 1，矩阵的特征值的绝对值大于 
7. 于是，稳定不变流形的方程是（^ = 0, ” = 0)，非主（强）稳定流形的方 
程是 (x = 0 ,y = 0 ,v = 0). 不稳定流形 VF U 的方程是 (x = 0 ,u = 0), 非主（强）不稳 
定流形 W uu 的方程是 (x = 0, u = 0, ?/ = 0). 

在稳定和不稳定流形上选择两点从+( 0 ： + ，^ + ， 0 , 0 )€ W ^/0 和 M - (0,0， y -， v_)e 
w -/ o , 以及围绕它们取某小长方形邻域 


n + = {\\x - x ^\\ ^ e 0l \\u - u ^\\ $ ||y|| < eo , || v || < e 0 } 9 

n ~ = (Ikl! < ^iA\ u \\ < ^iA\y 一 2/1 Gi ， II” - v^\\ < ei}, 

使得 T(n+)nn+ = 0, T(n-)nn- = 0. 我们也假设鞍点不动点 o 的主特征值是 
单的，即仅存在一个主特征值假如它是实数.反之，存在一对主特征值假如它们是共 
轭复数.由此得知在第一个情形向量 : r (或者 y ) 是一维的，(或者 a - l ) 是数量. 
在主特征值是共轭复数情形，向量 x 或2/是二维的，矩阵或有形式 



( COS 

shup 


— simp 
COSip 



其中 0 〈入 < 1 ， 7 > 1， (<^,*0) i {0,7 r }. 

考虑下面的 问题： ft 中是否存在其轨线到达 rr 的点？ rr 中这种点是什么 
样的集合？以及它们在 rr 中的像是什么集合？ 

我们首先考虑鞍点不动点仅具有主特征值的情形.由 3.6 节建立的这种鞍点映 
射存在9类主要 类型： 四类二维鞍点（所有特征值是实数)，四类三维的：两类鞍-焦 
点 （2,1) 和两类鞍-焦点 (1,2), 以及一类四维情形 ：鞍- 焦点 (2,2). 

我们先从二维映射开始.按照鞍点特征值的符号可存在四种（在拓扑共轭意义 
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下）不同情况.相应映射可取下面的形式之一： 

(1) x = Ax , y = 72 /. 

(2) x = - Ax ， y = 7t /. 

(3) x = Ax , y = - 72 /. 

(4) x = - Xx , y = — yy . 

不失 一 般性可以假设 || x + |j > 0 , || y ~|| > 0 . 

对情形 （1) 映射 r 使点 ( x +，0) 跳到点 ( Ax +,0), 然后到 ( A 2 x +,0) 等等.由于 
0 < a < 1,点列 T k ( M +) = ( a 4+, o ) 单调地收敛于鞍点 o . 同时映射 r 将长方形 
n + 沿着 y 坐标以因子 7 伸长，沿着: T 坐标以因子 A 压缩.显然，我们可以选择大 
的 S (当句 ，0 — 0 时 fc — + oo ) 使得对所有的 k ^ k 下面条件成立 

: r fc ( n +) n n - / 0 ，( 7 ^ 0 > 2 /- + 〜外+ + 如)<。)， 

见图3.8.1 . 7 



图 3.8.1 鞍点不动点附近的映射： T . 初始长方形 n + 沿着不稳定方向 y 伸长,沿着稳定方向 Z 压 
缩.映射 r ： n+ ^ n- 的值域由位于像 r fc n+ 和长方形 n- 之间的交中的长条 < 组成. 

记4 = T fc ( n +) nn -, 其中 fc > L 在所考虑的情形，4是 n - 上的一长条，它 
由条件 

4 = {(x,y) : \x- X k x^\ < \ k e Q , \y - y~\ $ ^} 

~ 7 在非线性情形，这种 S 的存在性由 A - 引理得知. 
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定义. 当 fc — + oc 时长条4单调地凝聚到区间 W u C \^ l ~ = {{ x , y ) ： x = 0, \ y - y ~\ 彡 
h }. 对任何充分大的/：，映射炉： — n - 有 定义. 它的定义域是由条件 

4 = {(x,2/):|a:-x + |^g ： o,|2/- r~ fc 2T| 彡 7 一〜 i} 

定义的在 n+ 上的长条 d = T- fc (n-)nn + . 

当 fc — +oo 时长条 ag 单调地凝聚于区间 W a f]^ = {(x,y) : |x-x+| <e 0 ， y = 
0} (见图 3.8.2). 长条 d 和4的位置如图 3.8.3( a ) 所示. 



图 3.8.2 鞍点附近的逆映射 T - K 在逆映射: T - 1 作用下 ，长方形 11 - 沿着稳定方向 X 伸长,沿着 
不稳定方向 2 /压缩.长条4组成映射 r ： n + n - 的定义域. 


对情形⑺，点0是上的结点（-).因此，长方形 7^( n + ) 和勹位 
于的两边.因此，当 A : 是偶数且 — +00时，长条4从右边（从 Z 的正值一 

边）收敛于区间 H ^ nn -， 当为奇数时从左边 收敛. 长条4和4的位置如图 
3.8.3( b ) 所 7 K . 

对情形⑶，“跳跃方向”是2；轴方向，它是不稳定流形 长条 a ° k 从两边凝聚 
到区间如图 3.8.3( c ) 所示. 

对情形⑷，点 O 是上的稳定结点 （- )，上的不稳定结点 . 因此，长 
条4从两边收敛于 V s H n + . 长条4从两边收敛于 W U C [^~, 如图 3.8.3( d ) 所示 • 
现在我们考虑主特征值是一对共轭复数的情形. 

在三维情形，点 O 是鞍-焦点（2,1)，线性映射可以写为形式 


Xi = A(cos(p - x\ — sinp • 工 2 )， 
X2 = A(sin<^ - x\ -f cos# • X2 )， 

穸= 72/， 


(3.8.2) 



(C) (d) 


图 3.8.3 不同类型的鞍点不动点附近的 Poincare 映射.见图 3.8.1 和图 3.8.2 的说明 . ⑷鞍点 
(+,+) 附近， （ b ) 鞍点 (-,+) 附近 • II + 的偶次和奇次迭代位于不稳定流形 y (: r ) 的两边， （ c ) 鞍点 
(-， +) 附近，⑷鞍点(一， —) 附近. 

其中和7是鞍点 O 的特征值，^ {0,7r},0 < A < 1,卜|〉 1. 为确 
定起见，考虑正7的情形.映射取形式 


x\ = A fc (cos(fcy?) - X\ — sin(k(f) - a ； 2 )， 
x 2 = A fc (sin(A:</ 7 ) •: ri + cos(k^p) - X2), 

y = i k y- 


(3.8.3) 
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在 WAO 上任选一点 M +(4,4,0). 利用在平面 ( x u x 2 ) 上坐标系的旋转，我们 
总可以保证4 = 0,而公式（3.8. 2 )和 (3.8.3) 保持 不变. 由此，从 (3.8.3) 得知映射 
r : n + — n - 的定义域❿是由可数多个不相交的当 fc — + oo 时收敛于正方形 
w s nu -^ 的三维“平板” 

(^k = {( x u^2,y) : \x - xfl 彡 e 0 ， |x2l ^ eo,\y ~^y~ k y~\ < 

( k ^ k ) 的并组成.为了描述映射 r : n + — n - 的值域力，我们引入极坐标 （ r , e )， 
使得 xi = rcosd , X2 = r sin 0 . 于是映射 (3.8.3) 取形式 

f = X k r ) 0 = 0 kip , y = 

由此得知, T fc ( n +) 是高为 27 %的平行六面体.它在 W 上的底是边长为 2e 0 X k 
的正方形，其中心在点=(〜= ^ = 注意到所有点位于对数螺 

线 f = ±. 因此， q 是可数多个位于卷向 wu 轴上的线段 

W u f > \U'~ = {xi = x 2 = 0, \y-y~\ < £1} 

的 “卷 盘” R - 

{(\ xt \- e 0 )^ /{p < f ( (| x ^| + e 0 ) X ^,\ y - y ~\^ ei } 

内的三维铅直平行六面体 4 的并，见图 3.8.4. 长条叶 d R - 沿着坐标系 ( x u x 2 ) 
有大小为印 A fc 阶的直径，4以角坐标0按 p 阶角度与 4 +1 分开. 

在不动点是鞍-焦点（1，2)的情形，映射: T 可以写为形式 

x = Arc ， 

yi = 7( cos # • yi — sin 岭. 2 / 2 )， 

V2 = 7( sin 4.2/l + cost /； • 2/2 )， 

其中 | A | < 1,7> 1, {0,7 T }. 为确定起见，我们考虑0 < A < 1的情形.映射 

T - k : rr — n + 有下面的形式 

2/2 = 7 _ fc ( cos ( ㈣ ） .豆 2 - sin ( fc ^) - y x ), 

y \ = y ^ k ( sin ( k ^) • y 2 - f - cos ( A ^) - y x ), 

x = X~ k • x. 

这个公式类似于 （3.8.3). 因此，由对称性，如果我们选取点€ W ^\0 和 
M -( 0 , 0 ? y 2 -)G w u \o 以及它们的邻域 n + 和 n - ， 映射 r ： n - 的值域由可数 
多个不相交的收敛于正方形 w u nn ^ 的三维平板4的并 组成. 映射 r ' : — n - 

的定义域是可数多个位于卷盘 /?+( 见图 3.8.5) 

{H 一幻） • 7 -咐 < (|?/ 2 -| + Q ) • 7 ’, |x - z+l < e 0 } 


3.8 鞍点不动点附近线性映射的性态.例子 


• 131 - 



图 3.8.4 鞍-焦点 （2,1+) 附近 Poincare 映射的几何 • 


内的三维水平平行六面体 W 的并，尺 + 卷向轴上的线段 


W 门 11 十 = {|x — : C+K ^0,2/1 = 2/2 = 0}. 

长条 d 沿着在坐标（奶， 2/2) 有 O .7- 阶 直径. 此外，4和 ag +1 之间以角坐标沒 
按 f 阶角度分开. 

接下来我们考虑不动点 o 是鞍-焦点（2, 2 )的情形.对应的线性映射 r 可以写 
为 

xi = A(cos<^ - xi — simp • X2), 


X2 = A(sin^ - x\ -f cosp • X2)， 

yi = 7(cos^ • yi - sin^ • 2/2)1 


(3-8.4) 


y2 = 7(sin^ • j/i + cos 矽 • 於)， 

其中(^, -0 ^ { 0 , tt },0 < A < 1 < 7 . 任选两点 M + ( x ^, xJ ,0,0) e iy s \0 和 
M '(0,0, i/f , y ^") G W u \0. 用平面 （ xi ， a; 2 ) 和 （ yi , y 2 ) 上坐标系的直角旋转，不影 
响公式 (3.8.4) 并总可以保证 < = 0 和= 0 •在 ( x u x 2 ) 平面引人极坐标 （ r ， 0 )， 
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在 (y u y 2 ) 平面引入极坐标 （ p ， a )， 将映射 (3.8.4) 写为下面的简单形式： 

f = Ar, 6 = 6 - ip y p = 7 p, a = a-^Tp. 

因此，映射: r fc 取形式 

f = X k r, 0 = 0 -f- kip, p — 7 fc p, a = a 4 - kxp. (3.8.5) 

由于 0<A<1<7, 由 （ 3.8.5) 得知，对充分大的 A : 有 7 fc ^o > V2 +Q ， xk ( x t ~^ £ o) < 
因此 r fc ( n +) nn - /0. 当 a ： — + oc 时，四维长条 < e r fc ( n +) n 『 收敛于二维 

正方形 

-{ 0 ,OjyiK 51J2/2- 2 /JI 

平面 W : ( xi , x 2 ,0,0) 中的点 E T fc ( M + ) = ( A fc x ^, M 位于对数螺线 f = 
x +. \ e /^ _ t . 因此，映射 r ': n + — n _ 的值域 n 是位于卷盘(图 3.8.6) 

{(\xt\-eo)- x §/lfi (Kl + e 0 ) • X §/ ^Avi \<： eu\y2 - y 2 ' K ^ i ) 
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图 3.8.6 R 4 中鞍-焦点附近的 Poincare 映射. 原来的三维平行六面体 n + 被映射: T 映为平行 
六面体 n - 内的“卷盘”.平行六面体 n + 在逆映射: r - i 作用下的像具有相同的形状. 

内的可数多个长条 < 的并，卷盘卷向二维正方形 Wipin ' 沿着变量（0^ X 2)，长 

条4有阶直径，沿着角坐标0，长条4和 4 +1 以 P 阶角度分开. 

现在求映射 r ： n+ n- 的定义域❿.映射: n- — n 十在极坐标 
( r , 0 , p , a ) 下可以写为 

r = A _ fc r , 6 = 6 — p = 7 _/ c p , a = a - (3.8.6) 

因为 0 < A < 1,7 > 1，定义域是由位于卷盘 

{(\ V 2\ 一 Q ) • ^ (P 义 {\ V 2\ +幻） • ， 

\xi e 0 ,|x 2 | ^ €o} 

内的可数多个四维长条 4 组成（见图 3.8.6), 卷盘卷绕地趋于二维正方形 ^ nn + . 
当 A : — + oo 时四维长条 ag 收敛于正方形 ^ nn + . 在坐标 ( yuy 2 ) 下长条4有 
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阶直径，在角坐标 a 下相邻长条矸与 < 7 ° k ^ 之间的角度是0阶的. 

现在考虑鞍点不动点有非主方向的情形.我们寻求映射 r ： n + ^ n- 在三维 
情形的定义域和值域.存在两个情形要 考虑： 

1 . w s 是二维和是一维. 

2. W 3 是一维和是二维. 

在第一个情形线性映射: r 写为 


x = Ax, u = X 2 U, y = 72 /， 

为确定起见，假设其中 A 和 7 是正数，且 0 < |A 2 | < A. 由于 A/+ 《得知 
^ o, 因此我们可以令2；+ > o. 映射 r- fc : n_ — n+ 由 

x = X~ k x, u = 入 2 公 ， y = i~ k y 

定义，其中 （x，u，y) e n+, ( x , u , y ) e n-. 我们观察到对充分大的 fc, 使得 A- fc £l > 
x+ + eo 和 |A2| _fc €：i > \ u + \ -h eo , 长条 d e T ^ k ( U ~) n n+ 由 

(Tk = {(x,ti,y) : |x-x + | < eo,\u-u^\ < e 0 , |y - 7 -〜- 1 < 7 _fc ei} 

给出，即它们是由某些厚度为 2 y - k £ l 的三维平板组成，当 fc — 十 oo 时这些平板趋于 
正方形 十， 见图 3.8.7. 

映射写为形式 


x = A fc x, u = AjU, y = ^ k y. 

长条 4 三： r fc (n+) 门 n- 由 

a \. = {( x 7 u , y ) : \x — A fe x + | < A fc eo , |w — ^ A ^ o ? \y ^- y ~\ ^ ^ 1 } 


给出. 

由此得知，首先，当 /c — +oo 时长条收敛于线段 

W u 门 n_ = {x = 0,n = 0, \y — y~| < £i}, 

且它们的形状是在三维楔 


x>0, C 2 x q ^ fx ^ Cix a , \y-y^\^si, a 


ln\X 2 \ 
In A 


C 1|2 


(U 十士 £ g ) 
( a ： 十千 0 — 
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图 3.8.7 R 3 中鞍点邻域内的 Poincar 6 映射.位于二维稳定流形和三维区域 n + 的交中的点 
的像组成楔的棱 . n + 在州 3 上面的部分变换到楔自身 . n + 的斜线区域越接近 vv a ， 它在 n -内 
的像越来越薄且越来越靠近 VV ' 

内的铅直 “ 棒”.这个楔连接线段 

VF u P)n _ = {a: = 0 , w = 0 , |y - y~\ ^ Si}. 

由于 cv > 1且 C 1>2 / oc ， 楔在 W u r \^ 内的点处与扩展不稳定子空间 0 五: 
{w = 0} 相切，如图 3.8.7 所示. 

在是一维，是二维的情形，映射: T 可以写为 

x = Ax, y = 72 /， ^ = 72 u ， 

其中卜 2 | > |7|. 如果我们考虑逆映射 T ~\ 这个情形就化为上一 情形. 如果我们选 
择点 M + e 和 M - e w u / w uu 以及分别选择它们的邻域 n + 和 n -， 则映射 
r ' : n + — n - 的值域是由收敛于正方形门 n - 的可数多个不相交的三维平板 
( T \ 的并组成.这时,这个映射的定义域是在楔 

{y > 0 , C 2 y a <v < Ciy a y \x-x^\ ^ e 0 } 

内的可数多个三维水平棒 4 之并，其中 a = ^.在 

= { y ^0 1 v = 0,\ x - x ^-\^ eo } 
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上的点处这个楔切于扩展稳定子空间 e 五 M :杪= 0} ，见图 3.8.8. 



图 3.8.8 具有其它拓扑类型的鞍点附近的映射，即鞍点具有一维稳定流形和二维不稳定流 

mw -. 这个情况可考虑为图 3.8.7 中映射的逆. 


现在考虑一般的线性情形，即映射 (3.8.1), 这时1 > \\ A 9L \\ = A > \\ A SS \\ m < 


\\ A ^ L \\ =7 < ||(^)- 1 r 1 - 假设点和都不在鞍点 O 的非主不变流形上， 
即 M + e w 9 / w $s 和 M - e w u / w uu . 这个条件导致 \\ x ^\\ # o 和 # o .不 
失一般性，我们可以假设> 0和 y - > 0. 容易验证，高维长条 ag 和4在主方 


向 ( x , y ) 上的投影类似于上面考虑的情形.至于考虑到非主方向时，下面的关系成 

II.JI 


立：如果 (x,u,y,v) € 那么当 k 


么当 A : — > + oc 时 


M 

M 


—S 


― ► 


0；以及如果 e 那 


3.9 非线性鞍点映射的几何性质 

上一节的结果具有基本的直观特性.因此，在线性情形考虑的几何结构对一般 
非线性映射也得到保持，这一点是重要的. 





39 非线性鞍点映射的几何性质 
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在鞍点不动点附近，非线性映射 r 可写为 


无 = A sL x^ f x {x,u,y, v), 

y = AuL y-^9\ (x,u,y,t;), 

公 = A nu v g 2 {x,u,y,v), 


(3.9.1) 


其中 : r 和 y 是主坐标， w 和 u 是非主坐标.矩阵的特征值的绝对值等于 A (0< 
A< 1), 矩阵的特征值的绝对值小于 A ， 矩阵的特征值的绝对值等于 7 (7 > 
1) 以及矩阵的特征值的绝对值大于 7 . 函数 / 和 p 以及它们的一阶导数在原 
点 为零 . 假设在鞍点 O 的某个充分小邻域 [/ 内稳定和不稳定不变流形已经被直化， 
即 /(0,0 ， y ， t;) 三 0 和 ^(x,tx,0,0) = 0. 于是流形 Wf QC 的方程为 (y ^Q )V = 0), W { l c 
的方程是 (x = 0,u = 0). 

假设鞍点不动点 o 的稳定和不稳定主乘子是单的（即一个实的主特征值，或者 
一 共轭复的主特征值 ). 

设 M+(:r+^+ ， 0,0) 和 M-(0,0,r%i ;-) 是鞍点的稳定和不稳定流形上的任意 
点，使得它们没有点在对应的非主流 形上 . 令 n+ 和 n- 分别是点 m+ 和 M - 的充 
分小的长方形 邻域： 


11+ = {||x — x+|| < e 0 , [|u — u+ll < 句 , |jy|| < £0j ||v|| < e 0 }, 

n ~ = i\\ x \[ ^ ||w|| ^ £i, II ? /一 y—|l<ei, ||t ； -i；-[| ^ ei}, 

使得 ： r(n+)nn 十 =0 和 T(n —) 门 = 

在这个情形我们关于映射 r ： n+ n- 能够说些什么？如同在线性情形不难 
证明存在可数多个 “ 长条 ” d = T- fc (n - ）门 n+ 和 4 = T fc (n+)nn-, 当 a ： — +oc 
时它们分别收敛于 H^ c nn+ 和且对这些长条有 T k (a° k ) = a l k . 

事实上，由边值问题解的存在性（见 3.7 节）得 

{x k ,u k ) = 3 ( 怎 o’ w o,2/fc ， Vfc )}， (3.9.2) 

(2/0, ^o) = {vK x o^o,ykyV k ) y vt( x o,u 0} yk,v k )} f (3.9.3) 

其中当 A: — +oc 时 || 心 || — 0 和 — 0 ( 引理 3.3). 因此，对充分大的 A : (即使得 
不等式 HI < G 和 fe|| Go 满足）长条 ag 和 4 由下面的条件 定义： 

- cr° k 是在 上坐标 {xo,uo,yo,vo) 满足 (3.9.3 ) 以及 \\yk-y~\\ < ei 和 j| 叫一 r || 彡 

的所有点的集合 . 

- crl 是在 n - 上坐标 (xk,Uk,yk,Vk) 满足 （ 3.9.2 ) 以及 || 工 0 - rr+H < e 0 和 ||w 0 - 

的所有点的集合 . 
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注意，由于 r ( n 勺 nn + = 0 , r ( rr ) nn - = 0 ，又由于映射: r 是微分同胚，对 
不同的 A ：， 长条4 (j = 0, 1) 不相交 • 

为了在非线性情形描述映射 r ： n + ^ n - 的定义域 u 矸和值域 IJ 4 的几何 
性质，我们需要一些关于边值问题解（3.9. 2 )和 (3.9.3) 的另外的估计.这可用下面的 
方法得到.引入坐标 (x ， u ， y 、 v) 使得下面条件对系统 （3.9.1) 成立： 


fi = fn[x,y, v)x + fi2(x,u,y, v)u, 

9 i = 9 n(x 1 u 1 y)y-h9i2{x,u y y t v)v 7 

flj\y—0,v=0 = 0 ? 9lj\x=0,u=0 = 0 , 

/ti|x=o = 0, 9n\y=o = 0 (i y j = 1,2). 


(3.9.4) 


这样的 C ^ 1 - 坐标 （r > 2) 的存在性是定理 3.22 的结果（证明与附录 A 中定理 
A .1 的证明类似).在这些坐标下非主不变流形也已 直化： 的方程是 ( y = 0 , t ;- 
0 ，x = 0)，的方程是 （rr = 0 ，u = 0 ，y = 0). 此外，在和上的主坐标方程 
都是线 性的. 我们也指出，在5和&方程右端的所有 x. P 、 y'v 、 类型的项都被消去, 
§和方程右端的 2 ; • q{x,u) 类型的项也都被消去. 


引理 3.6 

那么 


如果 (3.9.4) 中的恒等式成立，且主特征值是单的（实数或者复数)， 
^ = { A aL ) k x 0 + o ( A fc ), rjl = ( A uL ) - k y k + o (^ k ), (3.9.5) 


€ 卜 o ( A fc ), rg = o (7~ fc ). (3.9.6) 

其中项 o ( A fc ) 和 o ( 7 - fc ) 是 C - 1 - 光滑的，且它们所有的导数分别也是 0 ( A fc ) 和 
o ( rr k ) 阶的. 


证明见附录 B . 

由引理3. 6 立刻看到，长条集 d 和以的几何结构本质上与线性情形相同.事 
实上，由估计 （3.9.6) 得知，这些长条沿着非主坐标位于楔内（因为在非主坐标上的 
压缩和伸长渐近地强于在主坐标上的压缩和伸长).由估计 (3.9.5) 得知，主坐标上的 
几何结构主要由映射 r 的线性项确定：如果主乘子是复数，则长条属于 卷盘； 如果 
稳定或不稳定主乘子是实数，则对应的长条分别凝聚到或 Wf oc1 如果乘子是正 
的，则长条从一边凝聚，如果乘子是负的，则长条从两边凝聚， 

注意，这里推得的这个图像基于引理3.6,它仅对 C ” 类映射 （ r 彡 2) 成立.为了 
证明对 C 1 的情形相同的几何得到保持，我们可以利用 5.2 节中介绍的修改过的边 
值问题. 

必须指出，如果我们不将映射 T 预先化为特殊形式，那里函数/和 g 满足条件 
(3.9.4)，引理 3.6 可以不成立.我们用下面的例子说明这点. 
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考虑下面形式的三维映射几 


x = Ax ， u = X2U 4- xy. 


7 以， 


其中0 < A 2 < A < 1 < 7 •这里 0(0, 0,0)是鞍点不动点.二维稳定不变流形的 

方程是2/ = 0, 一维不稳定不变流形的方程是 x = u = o . 非主稳定不变流形 
^ 9a e w s 的方程是7/ = x = o . 

映射％的边值问题是 ：给定 初始值 （ mw ) 和屹求 （ a ^ u ^ o ) 使得 

^0 (^0,^0,2/o) = (x k ， u k ， y k ). 

我们可将这个系统化为形式 


Xj = X J Xq } 


Uj 


咖 0 + X > r a_1 .妒: r 0 • 


Vk 


( 3 . 9 . 7 ) 


V3 = l j ^ k Vk 

(J = 0,1, ••- yk ). 

由 ( 3 . 9 . 7 ) 看到办 = X k x Qy y 0 = l~ k y k - 同样 


由于 


系数 


Uk 


+ ^2, 4 _s_1 . A s a：o • Y~ k Vk 


功 w 。+ X 2 ~ l / y~ kx oyk 


fc — 1 / ' \ s 

s ©- 




g ⑵ 


s k 


x k 


Ap 1 




我们看到，如果 x 0 y k ^ 0,则对充分大的 A : 有抑〜 因此，虽然 A 2 < A ， 但沿着主 
与非主坐标收敛的速度是相同的，这与引理 3.6 矛盾. 


3.10 周期轨线邻域内的法坐标 

下面几节我们将集中讨论研究周期轨线的方法，它基于将系统化为非自治方程 
周期系统，其维数比原系统的维数小 1. 我们也将研究 Poincare 映射的构造问题以 
及计算周期轨线的乘子. 
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考虑 （n + 1) 维 e - 光滑 （r > 1) 的微分方程系统 


x = X { x ), (3.10.1) 

它有周期轨线 L :x = 周期为 r . 


定理 3.11 存在 C 7 * - 光滑的坐标变换和时间尺度化，使得在周期轨线 L 的小 
邻域内系统取形式 


= A (% + F (0, t /), 

6 = 1, 


(3.10.2) 


其中 2 / € R ' 0 G S 1 . 这里 A {6 ) 关于0是 C 7 - 光滑，周期为 t 的 （n x n ) 矩阵 . CT 
-光滑函数 F 关于0也是周期为 r 的周期函数.此外 


mo) = o, 柳， 0) = 0. 


(3.10.3) 


注 

下写为 

其中 


时间的尺度化等价于用纯量函数乘右端.因此没有尺度化的系统在法坐标 


汐=1 + b (0， y )， 


(3.10.4) 


F(0,O) = 0, F^((9,0) = 0, 6(0,0) = 0. 


定理的证明.用下面的方法可将原来系统化为形式 （3.10.2). 在每一点 = 
< p (0)), 选择 (n + 1) 个线性无关的向量 [ N o (0)， Ni (0)， …， N n [0))， 其中 N 0 (9) = 
^{9) = X ( ip { 6 )) 是速度向量，它在祕处与周期轨线 L 相切.假设 Ni (6) {i = 
1，… ， n ) 是0的光滑函数.设是由（爪⑹,… , N n (9)) 张成的空间，即空 间人^ 
与 L 横截相交. 

用 （的 ，…， 2 M ) 记以 [_)，••• , N n ( e )) 为基的空间入的坐标.如果点 M € 
Me 有坐标 ( l / i ,* •• ,1/ n ), 则连接点的与点 M 的向量（见图 3.10.1) 由 


MqM - yiNi(0) + …+ y n N n [0) 


给出. 

因此，点 M 原来的坐标 a : 由公式 

x = (p(0) +yiNi(6) + ••• + y n N n (0) 

或者由 

x \ = ( pi {0) 4 - yiNn (6) + …+ ynN n ， i (0), 

X2 = # 2 ( 沒 ） + y\N\2{0) + … + VnNn^iP), 


(3.10.5) 


(3.10.6) 


工 n+l = Pn+l (沒） + y \ N \^\{6) + ••• + y n N n ^ n -> t \{0) 


• 10 周期轨线邻域内的法坐标 _ . 141 . 

给出，其中 TVy 是向 M 况的第 j 个分量，朽是周期轨线 L 上点的第个坐标. 



图 3.10.1 周期轨线附近的法坐标.在截面 S 上的向量 Ni ( G ) 与速度向量抑正交. 

公式 (3.10.5) 可以视为光滑的变量变换 (0， m ， …， yn ) ㈠ ( X lr -- y x n+1 ). 为了 
证明这实际上是有效的变量变换，必须验证 Jacobi 矩阵 J 的非奇异性 . L 上点的 
y 向量的值为零，即 （ W 2/2, …， yn ) = (0,0，...，0)，又由于我们考虑周期轨线的小邻 
域，故只需验证 J 在 y = 0处不为零. 

由 (3.10.6) 我们得到 

< A ⑹+ ^>鳥(0) Nu(e) … N n ，认 e) 、 

i=l 

潮+ ^>心(沒） ^12(0) … N nt 2 {6) 

J ( 沒， 2/) = det i= i • 


， n+l ( 0 ) AWW … ■^n ， n+l ( 沒 ) 

将 y = 0 代入， Jacobi 矩阵变成 

似 0) N xl {6) ... N nA {0) 

溯 N l2 (0) … N n 乂 0) 

J(0 ， O)= . 

• # • 

• ■ • 

籲牵 • 

爪， n+W) … An,n + lW 
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J (0， O ) 的第一列是由向 M N 0 (9) 的分量组成，其余的列是由向量 Ni {6) 的分量组成. 
由构造，这些向量必须对所有的0线性无关，即 Jacobi 矩阵 J (6>,0) 非奇异. 

把系统 (3.10.1) 写为新变量形式.将 (3.10.5) 代入 （3.10.1) 给出 

{ X { ip {9)) + yiN [{0) + • • • + y n AT ；(0))0 + + .. • + y n N n ( e ) 

(3.10.7) 

=X (<f(0) + y\N x {0) + . • • + y n N n (ff)). 


由 (3.10.7) 直接得知在 2 / = 0 有 6 = 1 和 2) = 0. 因此，系统取形式 (3.10.4). 

为了化为形式（3.10.2)，可以用下面的时间变量变换： 

dt= TTW^) ( 3 . 10 . 8 ) 

来达到. 

在这个证明中漏掉的一点，就是充分光滑的向量族的⑻ ，… , N n (9 )) 与向量 
No ( e ) 一起构成线性无关系的构造方法问题.代替这个算法的说明，我们叙述另一个 
证明方法：它在今后还要被用到. 

选择一个通过 L 的小截面义令?/ =(的 ，…， 2/ n ) 是5上的坐标.设 t ) m 
点： r 沿着系统 (3.10.1) 的对应轨线的时间 < 移位. 对在 L 的小邻域内的每一点 x 存 
在唯一确定的 t (: r ) 彡0使得 y == X {^ t { x ) } x ) 是点 x 的向后轨线与 S 的第一个交点. 
由定义办）彡％)，其中％)是 Poincare 回复时间.我们可用时间尺度化使得对所 
有小 y ， 这个冋复时间是 常数: f ( y ) 三 t . 为此我们定义新时间 f 为 


di== (/+ •(■))*， 


(3.10.9) 


其中2/三 X (- t { xlx ) 沿着点 x 的轨线与截面6’ 的两个相继交点之间的轨线段是常 
数•当 x 穿过 S 时^ / 的值跳跃.为使变换 (3.10.9) 连续，我们选择函数（，当它的变 
量接近于0或1时（这对应 <( x ) 接近于0或 i ( y ), 即接近于: r 的轨线与5相交的时 
刻的情形）恒等于零.除了这些值，《必须是光滑非零函数.这样的函数《的存在性 

是标准事实 • 此外，我们可以要求/ ^( s)ds = 1. 

因此，我们有光滑的时间变换,°只要 a 充分小.新的回复时间是 



0 


dl 

dt 


dt 




i{y) + o^(y) 


^y) 




i{y) 


dt = f ( j/)(l + a ( y )). 


(3.10.10) 


因此，如果令 a { y ) 


t(y) 


，我们事实上找到的新回复时间是常数.观察到对小的 


y , t ( y ) 接近于 r ， 于是 a { y ) 很小，因此 （3.10.9) 中的因子非零.从而，公式 (3.10.9) 
给出时间好的尺度化. 

设 


y = ByF 0 (y) 


( 3 . 10 . 11 ) 
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为 Poincare 映射 T : S S , 其中⑼= 0 且巧⑼ = 0. 由定义， 

T{y)^X{r,y). (3.10.12) 

如我们早先指出的，矩阵 B 的特征值（等价于 L 的乘子）的积是正数.因此，可以证 
明存在非奇异矩阵族 3(0) (0^0 ^ r ) 使得 J(0) = /， A { t ) = B, A ^ O ) = A f { r ) = 0, 
i (0) 是光滑依赖于 0 (我们对这个很标准的事实不给证明). 

考虑微分同胚族 Y e : y 0 ^ y G {0 

ye = M^)yo 4 - vWFoiyo ), (3.10.13) 

其中 rK 0) 是 C — 1 光滑的纯量函数，它在0 = 0的小邻域内恒等于零，在0 = T 的小 
邻域内恒等于1 (对接近于0和 T 的0值，这也得出 ri f (6) = 0). 我们还假设对接近 
于0和 t 的0，有 A \ Q ) = 0. 因此，％对所有接近于0的0是恒同映射，对所有接 
近于 丁的0 它与 Poincare 映射 r 重合. 

由于 ^o(O) = 0, 且对所有 0, A (0) 非退化，映射 (3.10.13) 可逆，即 

2/0 = A ~ l {0 )ye + F 1 ( e i ye) J (3.10.14) 

其中八(0,0) = 0,对所有接近于0和 t 的0有 F { y {6,0) = 0和/^三 0. 

用下面的规则 

x = X {0 ,Y e -\y)) (3.10.15) 

作坐标变换队的，… ， 2M) — (^，…，: r 7l+1 ). 换句话说，我们将沿着系统 （ 3.10.1) 的 
轨线的点 y 0 eS 的时间 0 移位等同于由 (3.10.13) 给出的点 y 0 的时间 0 移位.当 0 
接近于 0 时，方程 （ 3.10.15) 变为 

x = X{d,y), (3.10.16) 

当沒接近于 t 时它化为 

X{e,T- l {y)). (3.10.17) 

由定义 (3.10.12), 公式 (3.10.17) 与 

x = X {6 - r, y ) 

重合.将后者与 （ 3.10.16) 比较，我们得到 C7 - 光滑的坐标变换 （ 3.10.15) 是 r- 周期 
的. 


新坐标 y 的发展由 （ 3.10.13) 给出，其中 6= 1 •由 (3.10.14) 我们有 
y = A , {0)yo H- rf(0)F o (yo) 

=A f (6)A(er 1 y + A f (e)F x (e,y)^ V , (e)F Q (A(er 1 y + Fx^y)). 


(3.10.18) 
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记 

A (0) = A , (0) A ( O )-\ 

y 一 ^ (3.10.19) 

F ( 0 、 V ) = rj , (0) F o ( A (0)- l y ^ F ^ y )). 

证明完毕. 

使表达式 （3.10.2) 成立的坐标称为法 坐标 . 在法坐标下，2/ = 0是周期轨线 L 的 
方程. 相变量0参数化 L 上的点.注意法坐标不是唯 一的： 不同的基 Ni (0) (i = 
1，•…， n ) 给出不同的坐标•变换 • 但是，我们构造的优点是在法坐标下增加了系统的 
光滑性.即下面的论述 成立： 


引理 3 . 7 系统 (3.10.2) 的右端关于^/的所有导数在 y = 0是0的 C r - 光滑 
函数. 

证明从 (3.10.13) 立刻看出，所有的导数 (fc = 1，…， r ) 是0的 C r+1 

VQ=0 

-光滑 函数. 按照 (3.10.13), 这意味着 R 关于如在如= 0的所有导数也是0的 
CT + 1 - 光滑函数.现在引理由 (3.10.19) 得知. 

注意，我们的构造对解析系统不成立（函数$77不可能是解析的，因为它们在 
某些区间上恒等于零).为了在解析情形解决这个问题，我们可由公式 （ 3.10.15) 先 
作 C°° - 光滑的坐标变换，然后由 （ 3.10.15) 在空间取 C°° - 向董 Ni {0 ) 为基 
向量 的像. 由于 向量系 { M ) W ， 味⑼，… ,iV n (0)} 线性无关，对充分接近的解析近似 
( W ⑻，… , N n ( G )) 线性无关的条件将不被破坏.现在，在我们找到线性无关的解析 
依赖于 0 的向量系 {_)、_),••• , N n (0)} 以后，所求的坐标变换由 （ 3.10.6) 和 
(3.10.8) 给出. 

我们指出，一旦我们明显地知道解 L : {x = cp ( t )}, 我们可以求得法向量系 
( iViW , ••- , N n ( e )), 因此也找出了明显给出 (3.10.2) 右端的坐标变换. 

形式 （3.10.2) 是很方便的，因为平面0 =常数是截面，且截面上任何一点的冋 
复时间都相同并等于 t . 选择平面 S :6 = Q 作为这样的截面，并定义 Poincare 映射 
S — S . 对于从 *5 出发的轨线，由 (3.10.2) 的第二个方程我们有0 = t ， 因此问题化 
为积分系统 


y ^ A ( t ) y ^ F ( t , y ). (3.10.20) 

这个方程满足初始条件 2/ q 的解可以用逐次逼近法确定为系数依赖于时间的 yo 
的幂级数形式.第一次近似选择线性化系统 

公⑴ = A(t)y ⑴ (3.10.21) 

的解. 

第 m 次近似由 

y( m ) = A(t)y (m) + F(t, y^ m ~ l) ) (3.10.22) 



3.11 变分方程 
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给出. 设企⑷ 是系统 (3.10.21) 的基本解 矩阵， 即系统 （ 3.10.21) 的解有形式 


y ⑴⑷ = ^{t)y°. 

于是，系统 （3.10.22) 的解由公式 


V 


^ 1 {s)F(s 7 y^ l \s))ds^ 


(3.10.23) 


给出•从 (3.10.23) 看出，每一次逐次逼近与前一次逼近差高阶项，即 



t 


y im) (t) - y (m-1) W = *(t) / ^ l {s)(F(s f y^ l \s)) - F(s 7 y^' 2 \s)))ds y 

0 


因此 

lb (m) - y (m - 1} ll 〜 limiy (爪 — 0 — 2 /( 饥一 2 )|| = ，，〜 1 ) 一 y (m - 2 )||) 

(因为在 y = 0 y F f = 0). 利用公式 （ 3.10.23 )， 我们可以求得系统 （ 3.10.20) 的解的 
Taylor 展开的任何次项.将 t == T (周期）代人所得的展开式，得到 Poincare 映射的 
Taylor 展开. 

我们也指出 Poincare 映射可表示为形式 


(3.10.24) 

其中函数 ^{ y ) 与它的一阶导数在 y = 0 为零. Poincare 映射的线性部分有形式 


V - ^( r ) y . 

由于周期轨线 L 的乘子 ( pi , ••- , p n ) 可以作为矩阵 ^( r ) 的特征值求得.因此，如果 
周期解伏 = ^( t )} 和线性系统 

y = A{t)y (3.10.25) 

的基本解矩阵巧 t ) 已知，则存在构造 Poincare 映射以及计算周期轨线乘子的标准 
方法. 


3.11 变分方程 

周期轨线的稳定性问题本质上与平衡态对应的问题没有什么区别.两者的稳定 
性条件都由一次近似方程确定，即由平衡态对应的线性化系统或者由周期轨线的所 
谓变分方程确定. 

设 cc = 是 （n + 1) 维自治系统 


i = X (x) 


(3.11.1) 
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的周期解，周期为 r . 

引入新变量6使得 

借助于这个新变量，系统取下面形式 


i = D(t)^ + …， 


其中 




dx 


dx 

x=-if{t) 


这里省略号表示纟的高阶项.我们看到，这个变量变换将 （n + 1) 维自治系统化为 
( n 十 1) 维非自治系统. 

线性周期系统 




(3.11.2) 


称为变分方程 • 显然，如果你）是 (3.11.2) 的解，那么扮 + r ) 也是解.事实上,在作 
时间移位 t — t + T 后 ，我们得到 


峨 + T) 

d(t r ) 


= £>(t + T)《(t + T), 


因此 


(3.11.2) 的通解是 


m = mm, 


(3.11.3) 


其中少⑴是 基本解矩阵， 它的列屯⑷⑷ （< = 1,…， n +1) 是 （3.11.2) 满足 f = 0是 
基向量的解.由于 少⑷ (《 + r ) 也是解，由 （3.11.3) 得知屯 ⑷ (f + T ) =屯 ⑷屯⑷ ⑺，或 
者 

屯 (t 十 t) = 屯⑴屯 (r). (3.11.4) 

方程 

|« r ( r )- p /| = 0 (3.11.5) 

称为特征方程. (3.11.5) 的根 （ pi , … , Pn - n ) 称为特征根或者 Floquet 乘子 . 

特征方程关于任何变量变换 


V - Qm (3.11.6) 

是不变的，其中矩阵 Q ⑴对所有£非奇异，它光滑依赖于时间并以 T 为周期.事实 
上，经这个变量变换后系统 （3.11.2) 仍保持为线性周期系统.记它的基本解矩 阵为武 
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即通解为=蝴”⑼•由 (3.11.3),(3.11.6), 我们有否⑷ 
由 Q ⑷ 的 T - 周期性，矩阵步 (T) 与 9(T) 相似: 

企 (t) = q ⑼少 ( T ) g ( o ) 一 1 . 


因此， 


= Q (0 屯 ( OQ ( o ) _1 . 因此 


\^(r)-pl\ = |Q(0) 少⑺ Q(0) - 1 - 〆 卜 |Q(0)(^(r) -〆)(?⑼-” = |^(r)-p/|, 


这就证明了我们的论断. 

由此得知，周期轨线的 Floquet 乘子并不依赖于坐标 z 的特殊选择.事实上， 

设 y = h ( z ) 是在周期轨线 L 的某个小邻域内将系统 (3.11.1) 化为 y = Y ( y ) 的微分 
同胚.在新变量下1的方程是2/ = h ( ip { t )) =執 t ) •姆 )的变分方程现在是 


dY 


>2/ 

它是由 (3.11.2) 经变量变换 (3.11.6) 得到的，其中 Q ( t ) = h ， (ip(t)). 因此，特征方程 
和特征根事实上保持不变. 

特别地，在法坐标下，当系统有 (3.10.4) 的形式时，在周期解 (y = 0,6 = t mod r ) 
的邻域内系统的线性化给出下面的变分方程 



容易看到这个系统的基本解矩阵有形式 


其中0⑷是系统 



V = 乂 ⑺” 


满足 ^(0) = I 的基本解矩阵.因此，特征方程可以表示为形式 


|$( r ) - p /|( p - 1) = 0. 

另一方面，上一节我们已经指出， L 附近 Poincare 映射的乘子是方程⑺ - = 0 

的根.因此， Floquet 乘子 （ Pi ,...， pn ) 与 Poincar 6 映射不动点的乘子重合，且最 
后 一 个 Floquet 乘子 p n + i 永远是平凡的： p n +i = 1. 

平凡特征根的存在性是自治系统周期轨线附近变分方程的一个特性.因为 x = 
(p(t) 是解，即由于 

= X(ip(t))^ 
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关于 t 微分我们得到 


Mt ) _ 狀⑷ ⑹ …、 

dt ~ di ~淋 


由此（⑴=0⑷是变分方程 (3.11.2) 的解.从而由 (3.11.3) 有洲=屯 (0(0) .由 
于冲）是周期为 t 的周期函数，故 0(0) =少⑺ 0(0). 这意味着 0(0) 永远是屯 ( r ) 的 
特征向量，对应的特征根 ( p n +1 ) 永远等于 1. 这个发现属于 Poincare . 


我们引人量 

== - [In | 外 | + i(ajg/^ + 2 兀 ?7 ^)]， A: = 1, • • • , n + 1 ， 


T 


{3.11.7) 


称它们为特 征指数 .从 (3.11.7) 我们看到 Afc 按模 - 定义，其中是整数.但 

T 

是 ， （Re Ai , • ♦ • , Re A n - f _ i ) 是唯一^确 定的. 它们称为周期轨线 a : = p ( t ) 的 Lyapunov 
指数. 

这些量对任何形如 (3.11.2) 的线性周期系统都有意义.回忆由自治系统得到的 
变分方程情形，总是存在平凡特征根，因此在这种情形一■个 Lyapunov 指数总是零. 
基本解矩阵的列满足（3.11.2)，即 = D ( t )^{ t ). 因此 


生 

dt 


dct = tr D(t) - dct 


由此得 Wronsky 公式 


det 少 ⑴ = ( 咖 ■ 


在 t 


T 


我们得到 


Plp2 - # • Pn+\ 


/ 0 r tr D(s)ds 


(3.11.8) 


其中 （ pi ， 
异的. 


, Pn ^ l ) 是特 征根. 显然所有的内,… ，〜 +1 都异于零，因此少 (T) 是非奇 


当线性系统 （3.11.2) 是由自治系统 (3.11.1) 得到时,这个公式变为 


PlP2 ••• Pn 


/ 0 T div X\ x= ^ (9) ds 


(3.11.9) 


或者 r 

入 i + • • • + 入 n - / div X \ x =( fi ^ ds . (3.11.10) 

丁 Jq 

注意，在一般情形，求出变分方程的基本解矩阵或者它的特征根的显式形式是 
不可能的.二维情形仅仅是个例外.在这种情形下，公式 （3.11.10) 给出单个非平凡 
的 Lyapunov 特征指数 





dX 2 ((fi{t) } ip 2 {t)) 

dx 2 


dt. 
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设⑼ 是少⑺ 对应于乘子外的特征向量•从《⑷ (0) 开始的解是 ^( fc )( t ) 
屯收⑻ (0). 由于 ^( r ) e ( fc ) (0) = /> J ( fc )(0)， 从 （3.11.4) 对一切 f 得 

由此得函数 

<t>k(t) = e- Xkt ^ k) (t) 

是 t 周 期的： 因为= Pfc ， 我们有 


Mt + 了 ）= e- x ^^^ k \t + t) = e — 入以 外 《 ㈨ ⑷ = 如 ⑷ • 

从而， 

《⑷⑴= ( p k { t ) e Xk \ (3.11.11) 

其中 Mt ) 是周期函数. 

更一般的结果也成立，它就是熟知的 Floquet 定理 [24] :线性时间周期系统的 
基本解矩阵屯满足 

少 (0 = ^(0 e At , (3.11.12) 

其中^ >(0 是 r - 周期矩阵， A 是常数矩阵，它的特征值是特征指数， A n+1 ). 
为了证明这点我们指出，由 (3.11.4) 矩阵中⑷= ^( t ) e- At 是 r -周期的，如果 

屯 (t) = e Ar , (3.11.13) 


即如果 tA 是 ^( r ) 的对数.非奇异矩阵的对数的存在性是熟知的事实.例如，如果 
所有的 [ PUP 2、 … , Pn + i ) 相异，则 $( t ) 相似于对角矩阵 



且矩阵 A 是简单的 

(Xi 

A = P 

\0 



由此，从 （3.11.12) 立刻得知周期的变量变换 C = ^{ t ) y 将系统 (3.11.2) 变为自 


治系统 


y = At/. 


注意，方程 （3.11.13) —般定义一个复值矩阵 A ， 即使 ^( r ) 是实的.因此矩阵 
m 是复的，实 r - 周期变换将系统变为自治系统形式并不总是存在.不过，下面的 
定理成立. 
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定理 3.1 2 (Lyapunov) 存在形如 f = $( t ) y 的变量变换，其中圣⑷是周期为 
2 r 的实周期矩阵，这个变换将系统 (3.11.3) 变为 

2/ = Ay, 

其中 A 是实常数矩阵，它的特征值满足 〆 、= P i . 

我们看到 Re \ = Re 其中从是 (3.11.2) 的特征指数.因此， 

• 如果所有的 Lyapunov 指数都是负数，则线性系统 （3.11.2) 的解《= 0当 f — +oo 
时是指数式稳定的； 

• 如果至少存在一个正 Lyapunov 指数，则平凡解不稳定. 

为了证明这个 Lyapunov 定理，我们用£/记矩阵 ^( r ) 对应于所有负实数特征 
值 Pit 的特征空间，用 V 记 ^( r ) 对应于剩余的特征值的特征空间.因此4 = { u , v ), 
其中 z / € C/，u € V . 对线性变换 

a : ( u , v ) > (一 u ， v )， （3.11.14) 

矩阵 A = a ^( r ) = ^( r ) a 没有负的实特征值.由构造，它的特征值〜满足苑= 
矩阵 A 相似于实 Jordan 型 矩阵: 

P(A° ~^AA)P^\ 

其中 



(△ i 4) fc ， fc + i = 1 如果 A = p fc+1 是实的重特征值 


和 

( AA ) ky k -\-2 = 1 如果 A = Pfc +2 是复的重特 征值. (3.11.16) 

可以验证 i 的实对数由下面公式给出： 

In i = P ln(A° -f AA)P^ 1 = P[ln 4 。 + ln(/-h (A°)- l AA)]P'- 1 

^ (^iy (3.11.17) 

=P In A。+ f ^~ 广 P- 1 , 

3 


其中 
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(In A°) kk = hip k 如果仏 是实数, 

(In （In )/lnr -0 \ ^ _ 

(In . (In A Q ) W ^J In rj 即罘外-〜-作 • 

(3.11.18) 

公式 (3.11.18) 给出实值矩阵 In A 。， 因为由构造所有的实 A 是正的.由于 
由 (3.11.8) 所有的 Pk 非零，故矩阵 M。)- 1 存在. 对充分大的〜因为 (AAy = 0, 
可知在 (3.11.17) 中的级数收敛. （3.11.17) 中 ln(>! 。 +A4) 的展开式是纯量对数的 
Taylor 展开的 重复： 在这里用了纯量的算法，因为矩阵 In A 。， 4 。和△乂可交换，即 
4。 • In A ° = In A° - A°,A° • AA = AA- A°,AA - In >1° = In A° ■ AA ( JaL (3.11.15)， 
(3.11.16)，(3.11.18)). 

现在我们取 



^(r) = (je KT . 


由此得知矩阵杏⑷ = 满足 

态 (t + T) = ^{ t)a (3.11.19) 

(见 （ 3.11.4)). 特别地 ，杏⑷ 是 - 周期的.由构造， （ 3.11.2) 的通解 (3.11.3) 写为 

汹=_入 4 ⑽， 

事实上这意味着变换 y 将系统化为线性自治形式. 

注如果从 (3.11.19) 看岀不存在负的实 Floquet 乘子,则由周期为 t 的周期变 
换可将系统化为实自治形式.若存在负的实乘子，对合 a 不是恒同，在这种情形下我 
们称满足 （3.11.19) 的函数为 r - 反周期的. 

定理 3.12 对任何具有时间周期系数的实线性系统成立.特别地，应用这个定理 
到 (3.10.4) 或者 （3.10.2) 的2/方程的线性部分，我们得到，可引入法坐标，使得系统 

在周期轨道附近写为 

V = Ay-\-F(6 } y) y 
6 = 1 + b(0,y). 

或者，经过时间尺度化以后写为 

y = Ay-{- F(0,y), 

0 = 1 . 


(3.11.20) 


(3.11.21) 
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这里系统右端满足 T - (反）周期性条件 


F (0 + r , ay ) = aF (0， y ), 
b {0-\- r ,( ry ) = b {9, y ), 

这里 ct 是对合 （3.11.14)， 它改变了对应负实乘子的某些 ^ / 变量的符号. 


(3.11.22) 
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大家知道 Lyapunov 解决了系统 


x = F { x 1 1) (3.12.1) 

的周期轨线的稳定性问题,其中 : r = ( n . • • y x n ) } F 关于时间变量6是周期函数.他 
给出了下面的定义. 

定义 3 . 2 系统 (3.12.1) 的解 a : = P ⑷称为（在 Lyapunov 意义下）稳定，如果 
任给小 £>0存在6, 使得如果 || x 0 -^( t 0 )|| ^5,则对一切 O 纪有 h ⑷一冰)||彡£， 
这里 a : ⑷是满足初始条件: r G 的解. 

设 （3.12.1) 有周期解 x = 周期 t 或者等于函数 F ( x , t ) 的周期，或者可被 
它除尽.我们以 ( A !,..., A n ) 表示相应的变分方程 

i = 伙 


的特征指数. 

定理 3.13 ( Lyapunov ) 设 Re < 0 (i = 1, • • • , n ). 则解 x = < p ( t ) 稳定•此 
外，它是指数式稳定的，即初始条件接近于在£ = to 的 < p ( t 0 ) 的任何解当 t — + oc 时 
都指数式地趋于 


Lyapunov 对系统 (3.12.1) 的右端是解析的情形证明了这个定理，虽然当函数 F 
仅关于 ： r 是 C 1 - 光滑和关于 t 连续时这个定理也成立. 

在 : c = p ⑴的小邻域内系统 (3.12.1) 可化为形式（见 3.11 节） 


y ^ Ay ^ G ( y , t ), (3.12.2) 

其中 A 是常数矩阵，它的特征值的实部是 Lyapunov 指数 (Re A ir .. ,Re X n ). G ( y ， t ) 
关于 f 是周期为 t 或 2 r 的周期函数，此外， G (0, t ) = 0, G ；(0,0 = 0. 由此得知，对 
所有 t 和所有小 y , \\ G f y \\ 一致囿于小常数.将系统化为形式 （3.12.2) 以后，定理 3.13 
的证明就可重复在稳定平衡态附近线性化有效性定理的证明（定理 2.4). 

现在考虑 （n + 1) 维自治系统 


x = X(x )， 


(3.12.3) 
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它有周期为 r 的周期解 x = p ( t ). 我们已经在 3.11 节知道， (3.12.3) 的变分方程的 

一个特征指数总等于零.因此，从 Lyapunov 稳定性观点，这个情况对应于临界情形. 
不过，下面的定理成立. 

定理 3.14 (Andronov-Vitt) 如果系统 (3.12.3) 的周期解的所有非平凡特征 
指数具有负实部，则这个周期解在 Lyapunov 意义下稳定. 

这个定理证明线性化是合理的,但仅对非常弱的稳定性形式.问题如下.设 L 是 
对应的周期轨线 L = {x •• a: = <p(0)，Q ^ (9 < r }. 则对 L 上任何两个相邻点， （3.12.3) 
相应的两个解当 t 时不能彼此渐近地 接近. 当系统在 I 附近写为法坐标形式 

时这容易 看出. 回忆在 i ： 附近的法坐标 ( y : 6) T , llt / ll 表示测量到 L 的距离， 0 6 S 1 
是角变量，系统化为形式 (3.11.20), 其中||;对所有的《和所有小2/ —致囿于一小 
常数 • A 的特征值的实部是 L 的非平凡 Lyapunov 指数.如同在定理 3.13 中，如果 
所有的特征值具有负实部,那么 


_)K \\yo\\e~ x \ (3.12.4) 

其中 A>0. 同时，由于 6(0,0) 三 0, 我们有 6=1 + 0( y ) = 1 4 - 0( e ~ M ). 因此 


0 ⑴= 0 q -\-t + 00,2/0)， 


(3.12.5) 


其中当亡 — +oo 时分⑴有有限极限 • 显然，矽在2/ = 0处为零.因此，在^ / = 0,具有 
不同初相00的解对所有时间都彼此相距有限的距离. 

在原坐标 x 下，周期轨线 L 对应于由初 始相外 参数化的周期解族 a ; =冰 Wo ), 


在所有非平凡特征指数位于左半开平面的假设下， Lyapunov 提了个 问题： 什么样的 


初始条件 x(0) = zo 会使得解 a ； ⑷ 当 《 — +oo 时趋于+ 00) 的极限？他证明这 
样的初始条件的轨迹是通过点 ^{6 0 ) 的曲面&。.由此得知稳定周期轨线 L 的小邻 
域被称为 Lyapunov 曲面的曲面族{为 : 0 ^ 6 ^ r ) 所叶化.注意到，在法坐标下, 
Lyapunov 曲面的方程是知= {0 + #(+oo;0 ， y o ) = 0 0 }. 

最后，我们得到下面的定理（见公式 (3.12.4),(3.12.5)). 


定理 3.15 (关于渐近相）假设周期轨线 L 的所有非平凡特征指数位于虚轴的 
左边.则任给充分小的 e ， 存在 <5使得，当 || a : 0 - if (6 0 )\\ < 6 0^ t , 存在也 ㈣ < e ， 使 
得具有 a :(0) = a ;。 的解 a : ⑴满足不等式 


|( a :(0 - ( f{t + 沒 0 十必)|| < Ke ~ x \ 


其中 K 和 A 是正常数. 


我们建议读者参考 Codington 和 Levinson 的书中关于这个定理的详细证明. 
另一个由 Poincai ^ 引入的重要概念是轨道稳定性. 
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定义周期轨线 L 当 f -> +0 C (t — - oo ) 时是轨道稳定的，如果任给 
e > 0存在 J ， 使得对某个外，满足 ||： r (0) — < 6 的任何半轨线 : zr ⑷， 0彡 t < 

+oo (-oc < ^ 0) 都位于 I 的 e 邻域内. 

我们说周期轨线 L 当 t — + QO 时是渐近轨道稳定的，如果 


t lim dist ( a : ⑷， L ) = 0, 


其中 

dist ( x , L ) = o mf ^|| x - v ?(0)||. 

定理 3.16 如果周期轨线 1 的所有乘子位于单位圆内，那么 t — + oo 时 L 是 
轨道稳定，且满足下面的估计 


dist (. T ( t ), L ) ^ Ke~ xt t 

其 中欠和 A 是正常数. 

这个定理直接由 Poincare 映射不动点的稳定性定理和解关于初始条件的连续 
依赖性定理（或者立刻由 (3.12.4)) 得到，因为 L 的乘子位于单位圆内，当且仅当 L 
的非平凡特征指数位于虚轴的左边（见 3.11 节). 

周期轨线 L 的所有乘子位于单位圆外的情形可用变换 t — _ t 化为上面的情形. 
在这样的不稳定周期轨线的小邻域内的所有轨线当 t 增加时都离开这个邻域.轨线 
离开这个邻域所花的时间依赖于轨线关于 i ： 的初始点的位置，越接近周期轨线的点 
所花的时间越长.这样的不稳定周期轨线称为完全不稳定的或者排斥的. 

接下来我们考虑 L 的有些乘子 ( Pu …， Pk ) 位于单位圆内，其余的“ +1 ， .. • ， p n ) 
位于单位圆外的情形. 

在周期为 r 的周期轨线 L 的邻域内，系统写为形式 （ 3.10.2) .用 (3.10.2) 的第二 
个方程除第一个方程，我们得到具有周期右端的非自治系统 

盏 = A (% + F ( y ，0)， （3.12.6) 

其中 F (0, 6) = O t F ；( O ,0) = O . 如同在3,10节中，我们可以积分满足初始值 0 AO ) 的 
(3.12.6) 以求得解 y = ^；2/°),它关于两个变量都是17 - 光滑的.如果令0 = t ■，我 
们得到 Poincare 映射 

y = ^{ r)y + (3.12.7) 

其中④(0) = 0, f ⑼ = 0. 方程 々( T ) 一 〆 | ：= 0的根就是 L 的乘子 （〜,••• ,p n ). 

由 Hadamard 定理（见 3 . 6 节）得到，两个光滑不变流形即稳定的 H ^ c (0) 和 
不稳定的 W ^ oc {0) 都通过原点 O . 这些流形分别切于在点0的相应的线性化映射 
y = 的 fc 维稳定子空间 E ^ m ( n ^ k ) 维不稳定子空间 E\^y = { y u y 2 \ 其中 


312 周期轨线的稳定性.鞍点周期轨线 


- 155 - 


2 /i G R fc , y 2 e 令 奶 = C s yi 是 P 的方程 ， yi = C u y 2 是 E u 的方程，其中 

和是某些矩阵 . 8 因此 W { oc {0 ) 的方程由 

V 2 =物1)， 

给出，其中 T = & ^ oc ( O ) 的方程由 

2/1 = < Ky 2、， 

给岀. 其中 = 和0都是 C 7 - 光滑函数. Wf oc (0) 关于 Poincare 映射 

的不变性条件^解如下.如果我们选择点 (2/?^( y ?)) € W ^ oc (0) 为在0 = 0 的初始 
点，轨线从这点出发，然后当 e = r 时回到截面上的 W ^ oc (0) 的点.从 W ^ QC {0 ) 出发 
的所有向前轨线的集合是 （ A : + 1) 维不变曲面，它是鞍点周期轨线 L 的局部稳定流 
形 ^ oc ( L ). Wf oc ( L ) 的方程由 

y( 0 ) = (yi (^ ； l/i » ^(^ 1 )), V 2 (0 ； Vu ^(vi))) (3.12.8) 

给出 • 用类似的方法可以定义 （n - fc + 1) 维不稳定不变流形 W ^ oc { L ), 它的方程由 

y( 0 ) = ( 2/1 ( 沒;必(沾)， y §)， 1 / 2 ( 沒;0(沾)， 2 /§))) (3.12.9) 

给出. 注意到 W C ( L ) 和 W ^ oc { L ) 有与 ％ e (0) 和 W ^ iO ) 相同的光滑性.这里的 
下标 Ioc 意味着两个流形是定义在 IT x S 1 上，其中 0 ) n : { y ，| M | < d 是具有某个充 
分小半径的圆盘. 

我们暂停留考虑三维的例子，即 （3.12.3) 中 n = 2且 Poincare 映射是二维的. 

1•设0 < Pl < 1且 P2 > 1. 鞍点不动点 O 将稳定流形和不稳定流形分别都分为 
两个分枝，使得 

^ loc ^^ r . UolJr , 

和 

Wioc (0) = r 3 Uo | J r 4- 

此外，每一个 h (i = 1， • •. ，4)是不变的，即 Poincare 映射将它们变为它们自己. 
因此,⑹和 ^ c (^) 是同胚于柱面的二维光滑曲面，见图 3.12.1. 注意到三 
维系统 (3.12.2) 在周期轨线 L 附近化为下面的形式（见 3.11 节） 

yi = AiVi +/i 0/1，2/2,0)， 

2/2 = A22/2 -h /2(2 /i ,2/2,沒)， (3.12.10) 

6=1， 

其中 Ai ， 2= 1 il ^. 

T 

~ 8 为了得到鞍点周期轨线 L 的稳定和不稳定流形的方程,没有必要将 Poincare 映射化为特殊 
形式 (3.6-1), 即我们不用假设 Poincare 映射的线性部分解耦为两个方程. 
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图 3.12.1 鞍点周期轨线具有同胚于圆柱面的二维稳定流形和不稳定流形 

2. 设 |内| < 1和 |內1 > 1，此外 ， Pi < 0和 P2 < 0. 在这种情形下， Poincare 映射将 
r ! 映为 r 2 ，将 r 2 映为 rv 于是流形 w { oc ( L ) 将微分同胚于二维的 Mdbius 带. 
对 W ^ oc { L ) 同样也成立，见图 3.12.2. 在这种情形下1是 Mobius 带的中线. 



图 3.12.2 鞍点周期轨线具有同胚于 Mobius 带的二维稳定流形 Ws 和不稳定流形 

因此，我们可以看到，在三维情形鞍点周期轨线可以有两个不同的拓扑类型，因 
为圆柱面与 Mobius 带之间不存在同胚.类似情况在高维情形也成立.如果 sign( Pl 
X ... X p fc ) = 1,从而也得到 8 ign ( p fc+ i X x p n ) = 1,于是 ^ oc ( L ) 同胚于高 
维圆柱面 ID) fc x S 1 , W ^ C ( L ) 同胚于 B n ~ fc x S 1 . 如果 sign ( p ! x •. • x 外）= 一1 和 
sign ( p fc+ i x … x Pn ) = -1,那么⑹和 W { u oc ( L ) 是高维 Mobius 带类型的不可 
定向流形（即它们分别是由 S 1 表示的炉和 D n ~ k 的纤维丛).类似于对结构稳定不 

k n 

动点进行的分类，我们可通过引入不变量匕 = sign H pi 和夂 = sign H 内对结 

<=1 i = fc+l 

构稳定周期轨线进行分类. 
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直到现在我们已经讨论了周期轨线的局部流形.但是，我们也可以大范围定义 
这些 流形. 设 ： r = X(t;x 0 ) 表示满足初始条件： r G 的轨线. 

定义 3 . 4 周期轨线 L 的稳定流形是集合 

Wl = {xe R n |X(t; : r) — 当 * — 十 oo 时}. 

不稳定流形％可类似地定义，区别在于《 —- oo . 

由这个定义，对任何点2： e W\L) 存在一个时刻，这时 z 的轨线进入1的小邻 
域，因此: r 的某个时间移位属于局部稳定流形.因而 

w s {l) = y w[(tn, 

其中 

W 7 !( r ) = { a : GlR n |x = X ( r ； x *), 对某个 6 Wil c ( L )}. 

由于是在 X ( r ；.) 作用下的光滑像，由此得知^或是圆柱面 x S 1 
的光滑像，或是 Mobius 带的光滑像. 

对 W U { L ) 同样 成立： 

W U { L ) = (J 町 ( O ， 

其中 

w ^( r ) = {xe R n U = 对某个： c * e w { n oc ( L )}. 

3.13 光滑等价性与共振 

非线性微分同胚在不动点邻域内化为线性形式的问题本质上与向量场情形的对 
应问题（见 2.9 节）等同.两者的主要障碍都是共振.但是，与向量场的共振相反，微 
分同胚的共振有乘积特征. 

考虑 n 维微分同胚 

x = Ax -h /(x), (3.13.1) 

其中 /( o ) = 0 ， r ( 0 ) = 0 . 我们用 （ Pl ，…， Pn ) 表示矩阵 A 的特征值.于是共振由关 
系式 

Pk = P m (3.13.2) 

定义，其中 p m = (p^pT 2 • • * O, mk (k = 1,…， n) 是某些满足 \m\ = ^m k ^ 2 
的非负整数.数 |m| 称为共振 的阶 . 
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引理 3.8 设函数 /⑻ e C N ， 且假设没有 lm | 彡 TV 阶共振.则变量变换 


工 + #2( 工 ）+- h (fN(x) 


(3.13.3) 


将微分同胚 （3.13.1) 化为 


V = Ay ^ o N { y ), 


(3.13.4) 


其中約 （Z == 2 ,…， TV ) 是 Z 次齐次多项式, o N (y) 和它直到 TV 阶导数在原点等于零. 

显然上下文中的变量变换都是局部的，就是说它们仅在微分同胚 （3.13.1) 不动 
点的某个小邻域内成立. 

引理 3. S 是大家熟知的，即使 >4有重特征值时它也成立.这里我们仅讨论单特 
征值的情形（用与引理 2.2 相同的方法可推广到一般情形).矩阵 A 这时可表示为形 
式 


Pi 


P 2 


Pn 


将函数 /( re ) 重写为下面形式 


/ ⑷ =, 2 ⑷ + h{x) + …十 f N {x) -h o N (x) t 

其中 fi{x) (z = • ■ ， iV ) 是 / 次齐次多项式.我们有 

fl ⑻ =^2 ^2 … x n e ^ 

k + … 

其中 = ( 0, …， 0，1， ()，••. ,0) 是第 fc 个基向量，即 h { x ) 是一类单项式 dfcWe/t 的 
和.由变量变换 (3.13.3) 我们得到 


• • 

1=2 

N N ( N \ 

= Ar + E fi { x ) + Z 仰 I Ax ^ r ^2 fj ( x ) + … 

f =2 1=2 \ j =2 ) 

N N N / N 

=Ay- 如⑷ + ⑷ + H I Ax YlM x ) 


(3.13.5) 


=2 


2 


2 


1=2 


这里的省略号表示次数高于 iV 的项（上面其它和式中也包含 (AT + 1) 次项和更高次 
项).消去多余项的过程从二次项幵始.为了求 ^ 2 ( x ), 我们有下面的方程 


-A(p 2 (x) 4- ,2(工）+ ^2(^) = 0. 


(3.13.6) 
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将 A Or ) 表示为形式 
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^2 (^) = 51 ^2 c kni x m e k ， : rr 1 …X ，， 

k mi 十 ••■+m n =2 

我们得到下面关于未知系数 c fcm 的方程 


(一 Pfc + p m )Cfcm + dkm = 0, 

其中 m = 2, fc = (1， • •.， n ). 由于没有共振，我们求得 


C/cm = 



为了得到列(4,我们有下面的方程 


(3.13.7) 


(3.13.8) 


-A(p 3 (x) + (f 3 {Ax) -h / 3 (x) + {# 2 (如 + /2( 工 ))}=0 ， 

其中 “{ }” 表示三次项.由于已经找到了内⑷，我们有下面关于 ip 3 ( x ) 的未知系 
数的 方程： 

(- Pfc + p m )Ckm -h dkm — 0, (3.13.9) 

其中上 m = dkm + d f km , d! krn 是向量多项式 P 2 (Ac + / 2 (:r)) 的第 fc 个分量中 x m 的 
系数.重复这个过程我们就可消去直到 TV 次的所有项. 

对于存在共振外=的情形，就不能去掉形如 d krn x ^ e k 的单项式.这时我们 
有下面熟知的引理. 

引理 3.9 设 f ( x ) e C N . 则变量变换 

y = x + (f(x) 


将微分同胚 (3.13.1) 化为 


x = Ax H - Rn { x ) + on ( x ), 
其中 tp ( x ) 是满足 ( f {0) = 0,^(0) = 0的多项式， 

尺 N (工 ） = > 

P m =Pk 


(3.13.10) 


(3.13.11) 


现在假设函数 /( 2O 解析.令 iV — oo 取极限，我们将原来的微分同胚或者化为 
线性形式或者化为下面的形式 


公 = Ay + R ( y ), 


(3.13.12) 
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其中 

R { y ) = 53 b kmy m e k ^ (3.13.13) 

p m =pk 

但是，变量变换 

y = x + ( f 2 ( x ) + • • _ + + … (3.13.14) 

以及 (3.13.13) 的右端一般仅是形式级数. 

对微分同胚，我们有类似于向量场的 Poincare - Dulac 定理（见 2.9 节）的结论. 

定理 3.17 设 | Pi | < 1 (|内 1 > l)，i = 则存在解析的变量变换，将微分 

同胚 (3.13.1) 化为 

y = Ay + R(y), (3.13.15) 

其中 R { y ) 是由共振单项式组成的多项式.在没有共振时 R{y) = 0. 

当不动点 O 是鞍点型时，即它的乘子在单位圆内和圆外都存在，这种情况比较 
复杂. 理由是即使集合 { puP 2,--, Pn } 不共振，零点也是集合 

{p m - Pfc } m =2> A ; = l，-”，n (3.13.16) 

的极限点.这里,形式级数 （3.13.14) 的收敛性问题变得更加不确定，因为“小分母” 
出现在 （3.13.8) 中.在 Siegel 和 Bruno 的工作中，鞍点情形的两种可能性都可 实现: 
级数形式的变量变换可以是收敛也可以是发散. 

在 C - - 光滑情形下，这种情况变得更加明确. 

定理 3.18 ( Sternberg ) 如果函数 f ( x ) G C °°, 且不存在共振，则有 C °° ~~光 
滑的变量变换将 n 维微分同胚 

x — Ax 4 * f{x) 


变为线性形式. 


为 


当存在共振时，下面的定理成立. 

定理 3.19 如果/ e C ' 则有 C °° - 光滑的变量变换将微分同胚 （3.13.1) 化 

y^Ay + R ( y ), (3.13.17) 


其中 R ( y ) 是 C % - 光滑函数，它的形式 Taylor 级数是由共振单项式组成. 

由这两个定理得知规范形关于集合 {外，... , Pn } 的依赖性具有不连续的特 
性. 

如同在向量场的情形，我们可以提出关于仅用有限次光滑的变量变换将微分同 
胚化为线性形式的问题. 
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定理 3.20 ( Belitskii ) 设/ e C N ^ l , q 是乘子 ( Pl ， …， Pn ) 按绝对值不同的个 

数.假设不存在阶数小于或等于 AT 的共振.则存在 d 引-光滑的变量变换将系统 
(3.13.1) 化为线性形式. 

从这个定理得知，非线性微分同胚可以用 C r - 光滑的变量变换化为线性形式, 
只要没有 | m | 彡； V 阶共振，其中 rn . ’ 

定理 3.21 ( Belitskii ) 设/ e C 2 , | pfc | / 1 (fc = 1， …， n )， 假设下面条件满足 


IPtl ^ \Pj\\pkl \Pi\ < 1 < \pk\, (3.13.18) 

其中(1，…， n ). 则系统 (3.13.1) 可以用 C 1 -光滑的变量变换变成为线性 
形式 • 

结论1■当 ㈧ < 1 (i = 1， •.. ， n ) 且/ e C 2 时，则可用 C 1 - 光滑的变量变换将 
微分同胚 (3.13.1) 化为线性形式. 

结论 2. 如果 n = 2, | Pl | < 1, \ P2 \ > 1且/ e C 2 , 则可用 C 1 - 光滑的变量变换 
将二维微分同胚化为线性形式. 

从动力学观点，非线性微分同胚在鞍点不动点邻域内化为线性形式的问题本身 
看上去不是很有 意义. 当然，在鞍点附近轨线性态的所有必要的信息都可以用本章 
讨论的标准方法求得 • 但是，如果我们的兴趣在轨线的大范围性态（远离鞍点)，那情 
况变得更有迷惑力. 

例如,对在 Poincare 同宿轨线 9 (即当 t — ± oo 时双向渐近于鞍点不动点的轨线) 
邻域内的轨线描述，要求对长时间停留在鞍点不动点附近的轨线性质给予描述.当 
然，当将微分同胚化为线性形式时，这样的描述容易做到.在 C - _光滑情形 ， Smale 
在他对同宿轨线的研究中用过这种 简化. 但是这个方法不是永远可行的，例如，在 
Hamilton 情形永远存在共振. 

此外,为了研究同宿轨线分支，我们必须将所考虑的同胚嵌入有限参数族.因此， 
局部地化为适当的形式必须连续依赖于参数. 

我们考虑有限参数的微分同胚族假定对所有变量与参数；^ G e (r ^ 2), 
它表示为形式 

^ M (fi)x -h fi (x, y, u, Vy fji ), 


u = A 2 (m)u + / 2 (x, y, u, v, //), 

y = (ji)y + g 八 x ， y ， u 、 v ， 〆 }、 


(3.13.19) 


v = B 2 {fj)v -h 92 (x, y, u, v, /x), 

其中 / i ( x ，2/， u ， t ;，/ x ) 和 g l ( x , y , u ) v 1 pi ) (i = 1,2) 以及它们关于变量 （: r ，2/, u ，* y ) 的一阶 
导数对充分小 // 在原点等于零. 

~~ 9 Poinca ^ 在 Hamilton 动力学问题中第一个发现这种轨线的存在性. 
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我们也假设矩阵 

的特征值位于单位圆内，而矩阵 





辱) 

0 


0 

丑 2(0) 


的特征值位于单位圆外.也假设矩阵 牵⑼ 的特征值（内，…， /9 mi ) 满足条件 k 卜 
p < 1 (i = 1，... , m !), 矩阵 历 ⑼的特征值 (7 i ,**-,7 Pl ) 满足条件 N = 7 > 
1 (i = 1， …， Pl ). 考虑到矩阵戊 (0) 的特征值 （ p mi +1 ，…， p m ) 和矩阵迅⑼的特征 
值 （7 Pl + i ， … ，7 P )， 我们将假定 


\ Pi \ < P ， z = mi -f 1, ••- , m , 
l7t| >7 ， i = Pi + 1, ••- ,p. 


(3.13.20) 


因此，不动点 O 是鞍点型， x 和 y 坐标分别是主稳定和主不稳定坐标. 

定理 3.22 在上面这些假设下，存在 C 7- 1 -光滑的变量变换，将族 (3.13.19) 


化为 


X = Ai^x -h /liX + fi2U, 


n = A 2 (^)u + /21X + /22W 
V = 4- gny-\- g^v, 


(3.13.21) 


v = B 2 {fi)v^r P21X + g 2 2 V, 

其中 和 [ i，j = 1,2) 是 C r - 1 - 函数,它们在原点为零 

且满足 

f\j{x, U ， 0,0,〆） E 0 ， fii(0,u t y 9 v t ^) = 0, 


PU (0 , = 0, gn ( x , u 7 0, v ,/ j ,) = 0. 

关于参数的光滑性与定理 2.17 相同. 

注意，通过我们在引理 3.6 得到的估计类型说明化为形式 (3.13.21) 对主要的同 
宿分支的研究已经足够了（见 Gonchenko , 和 Shilnikov ， 以及 Gonchenko 和 Shilnikov 
等 [1996]). 

我们也观察到这个定理的证明的基本思想，是摆脱某些“非共振函数”.证明本 
身完全重复附录 A 中对向量场情形的定理 2.17 的证明. 

当微分同胚 (3.13.1) 的矩阵4的特征值位于单位圆上时，总存在有限个共振，即 
当外=1时 


Pk = Pfc 1 5 771 > 2; 


(3.13.22) 



当 Pit = —1 时 
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Pk = Pk \ m 彡 1; (3.13.23) 

以及当时 

Pk = pfc(p/cpfc+i ) m ， 爪 > 1 ， (3.13.24) 

其中^ ^ 0. 

规范形理论在这里特别有价值.这就是说，首先，它与临界情形的稳定性问题有 
关，也与相应分支现象的研究相关.在后一个情形中，不仅要考虑微分同胚自己而且 
自然地要考虑充分接近的光滑有限参数族.显然将这个族化为最简单的形式是主要 
问题. 

现在假设只有特征值 ( pu --, P P ) 位于单位圆上.如果 P < n ， 则用中心流形定 
理（见第5章）会比较方便，它允许将原来的 n 维族化为 p 维有限参数族的形式 

x = Ax -f- g{x) -f- h(x,e), (3.13.25) 

其中矩阵的特征值是 （ Pi ， … ,Pp), e = (£1 ， … ,£q), g{x) fp h(x,e) 是充分光滑的 
函数.此外， 

夕 (0) = 0, ^(0) = 0,/i(x,0) = 0, h f x {x,0) = 0. 

现在我们考虑 ( p -^ q ) 维微分同胚的三角形形式 


x = Ax g ( x ) 4- h ( x , e) y 
e = e. 


(3-13-26) 


这个微分同胚有不动点0(0,0)，其 Jacobi 矩阵是 

“(4 <(0,0))， 

其中 J 是恒同矩阵 . A 的特征值是 〜,••• ，作和 71 = ••• = 7 g = 1，在这种情形下， 
除了共振类型 

Pk = p m , 

其中 

P 

t=l 

这里当 £ = 0 时它们存在，此外还存在下面类型的共振： 


Pk = PA ： V ， 
Pk - P m 7 i > 
Ik ~ 


(3.13.27) 

(3.13.28) 

(3.13.29) 
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其中 

V =7。•••％' 

将系统 （3.13.26) 化为规范形可由变量变换 


V = x + <p(x } 6) 9 


(3.13-30) 


得到,这个变换使得 (3.13.26) 中的第二个方程不变(后者意味着不需要考虑 (3.13.29) 
类型的共振).类似于引理 3.9 的情形，原来的族可化为 

V = Ay-h iZa ( e )4 - Ri ( e)y -h Rn ( V 、 s ) + o N [ y , e ), (3.13.31) 

其中 Ri ( e ) 是次数不高于 AT - 1 的多项式，坧⑼ == 0 以及 

(Tni^yv 

丑 AT ( y ， e )= b km ( e ) y m e k 、 (3.13.32) 

Pk=P m 

这里 b km ( e ) 是次数不超过 (7 V - H ) 的某些多项式 • 此外，如果特征值(内，…，外）中 
没有一个等于1，则 flo ( e ) = 0,否则， R 0 { e ) 是次数不高于 AT 的多项式，且 Rq (0) = 0. 
(3.13.31) 中项 Jio ( e ) 的出现是由于存在 


Pk = 7 l 


(3.13.33) 


类型的共振. 

在许多情形下，为了描述不动点0的固定小邻域内轨线的性态，以及构造分支 
图，对于适当选择的 W 和 p 只要考虑有限的规范形 

y = Ay-j- Rq(£) -f Ri (e：)y H- Rn{v^) (3.13.34) 

就够了.就像在向量场的情形，从对截断规范形 （3.13.34) 的分析中所提取的信息在 
用到原来的微分同胚族之前必须被证实可行.这就是在本书第二卷中 X + 周期轨线分 
支的主要情形的研究所使用的方法. 

3.14 自治规范形 

这一节我们讨论周期轨线附近几种不同类型的规范形.在 3.11 节中我们已经看 
到线性非自治时间周期系统总可以通过周期坐标变换化为自治形式.在这里我们推 
广这个结果并证明，用变量的形式变换可将任 意非线 性系统中的所有非自治项在周 
期轨线附近化为自治形式. 



(3.14.1) 


考虑在周期为 t 的周期轨线忉= 0} 附近关于法坐标的 C r - 光滑系统 

j y = z (% + f ( 0 ， i /)， 

\e = i 

(故我们假设4和 F 关于0是 T - 周期 的). 为了简单起见，考虑2/是复向量变量的 

情形 （y e C ，. 在2/是实数情形中的困难可用如引理 2.2 同样的方法克服. 

设 { eir -, e n } 是系统（ 3 .1 4 .1)的 Poincare 映射有关线性部分的矩阵在中 

的 Jordan 基，{的,... ， y n } 是在这个基下的坐标.在 3.11 节我们已经证明这个系统 
可以化为 

Vk = ^kVk + S k y k +1 + ^2 F km{0)y rn + o(||y|| r ) 

2 伽 A (3.14.2) 

(fc = 1，…， n )， 

其中从是（非平凡）特征指数，系数4是0或 1. 此外，心仅在 A fc = A fc+1 的情形 
下可非零.函数关于0 是 r - 周期的，且由引理 3.7 得知它们关于0是 e - 光 
滑的.回忆特征指数是用周期轨线的乘子定义： 


Afc = 7 ln ^ 

其中 PU …, Pn 是 乘子. 在上一节我们引入了共振关系的 概念: 


(3.14.3) 


(其中 rm ，…， 是非负整数)，可把它写为 

27TZ 

mMi + •. • + m n X n = A fc -f — m n + i , (3.14.4) 

其中 m n +1 也是整数，它可能是负数. 

定理 3.23 存在仅由乘子 Pu …， Pn 的值定义的整数使得对任何有限数 r ， 
存在2/坐标的关于0是 （ St )- 周期的局部变换，使得 (3.14.2) 中的所有系数 
与0无关 . 1 Q 此外，如果对某个 A : 单项式 y m e k 是非共振的，则在新坐标下^ 0. 

证明作形如 


< ew = y k + fkm {0) y m (3.14.5) 

的坐标变换序列，这里的每一个都使得 ( y ncw ) m e fc 的系数与0 无关，其中以= 
(()，•••，0，1，0 ,.._，0)是第 fc 个基向量.这样的变换并不改变次数小于 y m e k 的次 

N -V- • 

k 

10 注意项 o (\\ y\n 将保持非自治 
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数的单项式 y m ’ e k ' 的系数(在引理 2.2 的意义下，见 （2.9.18)). 因此，增加（在上面 
的意义下） (3.14.5) 中的多重指标 ( fc , m ) 最后将给出我们的定理. 

在等式 




中令 y m 的系数相等，得到 


C 《 ( 0 ) + (r km ( 6 ) + f k m (0)[( m y X )^ X k }). 
我们可以将最后这个表达式考虑为 A m 的微分方程，它的解是 


fkm{6) 


= e 


^ Ykm ^ 



C 7+ / e ^{ F ^( t ) - F ^( t)}dt , 


(3.14.6) 


其中 


^km ~ ( t 71, A ) — Xk 


我们可以看到，如果单项式是非共振的（即# 2 tt ^)， 则 (3.14.6) 中的常数 


C 可以取得使 / fcm 是0的 
件是 


周期函数，其中 F 以三 0. 事实上，八 m 的周期性条 


fkm(0 + r) = fkm{0)j 


或者，当 = 0时我们有 

( e 7lcmT - 1 )C = e 7fcmT 



I 


f T e 7kmt Fkm ^ dt 

Jn 


rO+r 

/ e^Fk^dt 

Jo 

rO+r 

- e^Fkm^dt 

Jn 


(这里我们用了 F krn ( t ) 的 t - 周期性).如果 7 fcm ¥ 27 rg , 则 C 的系数不为零，所要 
求的 c 立刻求得. T 

对共振情形我们有两个可能性 ： Titrn = 0和 7 fcm # 0. 如果 7 fcm = 0 ( 取 (3.14.4) 
中的 m n+i = 0), 方程 (3.14.6) 取形式 


A 泰叫 o 觀 - 


(3.14.7) 


我们立刻看到常数 



F ^( t ) dt 给出 t - 周期的函数 f km . 因此，如果 


lk m 所有共振单项式都为零，我们就可以用 


周期变换将系统化为自治规范形. 


虽然这一般并不成立，但如果我们把系统考虑为 （ St )- 周期系统 ， S > 1为某 
个整数，我们将证明这就可以 办到. 其思想是特征指数 A fc 并不是由表达式 (3.14.3) 
唯一定义的，因为对数不是单值函数.事实上， 我们可以写为 

1 j . 

入 /b = - In 外 + 2 m— y 

r T 

其中九是任意整数（如果外 = 外 +1 ，选择 九 +1 =办以得到 八 +1 = A fc ). 如果考虑 
的系统为 （ St )- 周期系统，则我们有 

AJT =去 ln(pf ) + 2兀音=+ 2毒 (3.14.8) 

我们现在证明，当用公式 （3.14.8) 定义新的 Afc B 寸，存在整数 S 和九…，:; n ，使 
得在所有的共振关系中的虚部 11 都同时为零（于是定理由上面的讨论立刻得到). 

共振关系 （3.14.4) 是关系 

爪 1 久 1 + . • • + m n X n - j - m n +1 io ; = 0 (3.14.9) 

的特殊情形，其中 w == f • 它可视为变量 （ rm ，…， m Tl +1 ) 的线性方程，其系数 

(、•••，、，〜）已知.这 I 方程只可能有有限个线性无关的整数值解，记为 （ m ^， 
…，^^)，…，(爪产 ，… , m ^) (q < n ). 另外的整数值解可用具有某些系数 a 的 
线性组合 m = ( W 1 ) +…+ ⑷表达 • 我们必须改变特征指数 Ai ,. ., A n , 使得 

在所有的共振单项式中值 m n +1 同时等于零.由于 （3.14.9) 的任何解是有限个基本 
解 m ⑴，… ， m 〜） 的线性组合，因而满足，爪^^ = 0就足够了. 

我们有 

+ • • • + m^X n -f = 0, 


m[ q ^Xi + … + + m^hiu = 0 , 

将这个系统考虑为具有整数系数关于以，… ， A n ，心） 的线性齐次系统.大家 
知道，如果具有整数系数的线性齐次系统有非平凡解，则它也必须有整数值的非平 
凡解.因此，存在整数九…，弘和 S 使得 

m^ji + •.. + m^jn + = 0 , 

: (3.14.10) 


m[ q) ji + …+ m^jn 4 - rri^S = 0 . 


将 （3.14.10) 的整数解 J n ^ S 代人公式 （3.14.8)， 我们得到满足 

m ; 1 ) 入 ? ew + • • • + = 0, 
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的新特征指数集. 

由此得知，借助于这些重新定义的 ，…， A n ， 将系统考虑为 （ St )- 周期系统的 
情形，其中 S 由 (3.14.10) 计算，则对所有共振单项式，值 7 Jkm 等于零.这就完成了 
定理的证明. 

这个结果的一般意义是，停留在周期轨线小邻域内的解的性态非常像自治系统 
平衡态的小邻域内解的性态.更确切地说，如果我们在法坐标下将系统化为自治形 
式直到某 r * 阶项，则在周期轨线充分小的 e - 邻域内的轨线，将接近于对非常长时间 
周期（如士阶）的截断自治系统的轨线.但是,我们必须小心谨慎，因为当 r 增加时 
我们 构造發 坐标变换可能不收敛（由于它是形式规范形变换的特殊情形)，并且一般 
地，原来系统的性态和截断自治系统的性态在无穷时间区间上会有相当的不同. 

最后，我们注意，从上面定理的证明中得知，对于所有的特征指数、都等于零 
(即所有的乘子都是 1) 这个重要的情形，自治规范形与原来的系统有相同的周期 T 
(因为对所有共振单项式，量 7 A ； m 三 ( m , A ) - 是零). 

3.15 压缩映射原理.鞍点映射 

这一节我们给出一个基于压缩映射原理的不动点存在性的简单准则.当应用到 
Poincare 映射时，这个准则给出的条件保证周期轨线的存在性.压缩映射原理是一 
个相当一般的数学结果，它的应用不只限于建立周期轨线的存在性这样的问题.在下 
面几章，我们将用这个原理的无限维形式（在连续函数空间内）去证明有关不变流形 
的定理. 

定义 3.5 闭集 D g 上的映射 T •• D — D 称为是压缩映射，或简单地称为 
压缩，如果存在常数 K < 1使得对 £) 中的任何两点从和 M 2 , 它们的像 7 XM 0 和 
T ( M 2 ) 之间的距离不超过点和 M 2 之间的距离乘 

(|TMi - TM 2 \\ < - M 2 |(. (3.15.1) 

定理 3.24 (Banach 压缩映射原理）压缩映射: T 在 £) 内有唯一不动点 M*. 
此外，任何点 M eD 的轨线 T { M 当 i — oo 时都以指数式趋于 AT . 

证明任选点 M eD . 由于 ： TD g £>，点 M 的轨线整个地位于夕 
内.由 （3,15.1) 得知，对任何 i 有 

|| T i+1 M - T { M \\ < K ^ TM - M \\. 

因此，对任何 m 和 j ， 我们有 

1 

\\ T m ^M - T m M || ^ WT^^M - T m + * M || 

t=0 
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从而，点列 { TW }^ 是基本（或 Cauchy ) 序列，即对任何 6 > 0, 可找到 m ， 使 
得对任 何：/ 不等式增- T ^ M || ^ £ 满足. 在我们的情形中， ’ 


m > 


1 


|lnK 


In 


^(1 - K ) 
\\ TM - M \ 


由于任何基本序列收敛， 12 存在极限 AT = /im T { M . 又由于映射: T 连续（由 
(3.15.1) 得知）我们有 h °° 


TAT = T lim TM = lim T i+1 M = M\ 

i ― ►oo i—^oo 

即 at 是 r 的不动点. 

如果 t 有另外的不动点 Af •'则 

||M •- Ml = IITAT - TM^\\ < K\\M* - M“||, 

因此， HAT — Ml = 0,即 W = M ^\ 由此，映射: r 有唯一不动点 M *. 

我们已经证明， 任何点 Af 的轨线以指数式趋于映射 r 的某个不动点.由于这 
个点唯一，从 d 内所有点出发的轨线都以指数式趋于 M *. 

定理 3.25 设映射 T fl : D ^ D 连续依赖于某个参数/ I ,并设: T M 对所有的// 
都压缩，且 (3.15.1) 中的压缩常数 K 都相同，则不动点连续依赖于 //. 

证明设和分别是映射和的不动点.由定义有 


和 

因此 





WK - = W T ^K - 

(\\T^M ； - T^M；\\ + \\T^M ； - 
< \\T^M ； - T^ AAi M；||-f K\\M ； - M；^\l 

由此 

\\ K - M ：^\\ ^ 

由于 7； 连续依赖于 仏当 〜 0 时最后这个不等式的右端趋于零.因此，当 
△/i -> 0时 M； +Am -> A /；. 证明完毕. 

由 Banach 原理立刻得知下面的光滑映射不动点的存在性准则. 


12 空间3^是完备的. 
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定理 3 J 6 设映射 S = FOr ) 定义在闭凸集 £) g R ” 上，使得 

F { D ) C 

11^11《尺 < 1. 

则 F { x ) 有唯一不动点 x ^ D y F 的所有轨线都收敛于 

证明为了证明这个定理，只需验证 F 是压缩映射.在 D 中选取两点&和 
工2, 并研究它们在 F 作用下的像心和私•由于 D 是凸集，连接两点&和: r 2 的区 
间 / = {xi + s ( o：2 - 工 i)Ke 〖 0 , 1 ]整个位于 D 内. 考虑函数 p ⑷:= F(xi -f s ( x 2 — xi )). 
这个函数将 J 映到 D 内，故 ( p (0) = , < p ( l ) = X 2 - 由于 


^(1) = P ⑼ + / ^ r {s)ds, 

JO 

我们有 i 

X2 = Xi / F'{xi -f s ( x 2 - ： ^))(2：2 一 X\)ds 

Jo 

和 

11^2 - Xi || < f WF ' Wds - || x 2 - Xi ||. 

Jq 

因此， 

II 无 2 —无 ill 《 K \\ x 2 — Xi ||, 

即 F 是压缩映射，由定理 3.24 它在 D 内有唯一不动点. 

注这里我们重新证明了一个熟知的不等式 

l|F ( 工 2) — ^i)|| < ^sup IIF'llj - \\X2-Xi\l, (3.15.4) 

其中 A 和 x 2 是凸集 D 中的任意点， P 是光滑函数.我们将经常用到这个估计.要 
注意， 一 般地，它对非凸集并不成立. 

当函数 F 连续依赖于某个参数 / i 时，由定理 3.25, ^也连续依赖于 M . 如果 F 
关于 M 光滑，则下面定理成立. 

定理 3.27 设定理 3.26 中的函数 F 是 C T •- 光滑依赖于 xeD 和参数"的. 
则不动点 f 也 ([7 - 光滑依赖于 / X . 

证明计算一阶导数 dx ^/ dfi . 由于 f 是不动点， 

工寧= F ( X ^ yfi ). 

考虑 的增量 △#, f 对应的增量是 


(3.15.2) 

(3.15.3) 


^ F ； A/i-h 0 (||Ax*||) 十 o(||A/x||), 



即 
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(J 一 F ' x )^ = F ； A/i + o (|| A /||) + o (|| A //||), 
其中 / 是恒同矩阵.由于 || d | 彡 K < 1，故 （J - C ) 可逆. 因此, 

= (/- o(|| ||) -f- o(||A//||), 


即 f 光滑依赖于 / i ， 且 


dx 


dfi 


E = ( i - Kr l K 


•(M) 


(3.15.5) 


现在我们可以证明 a : •是 _ 光滑依赖于 M 的.为此，只需对 (3.15.5) 按下面 
的规则 


_d_ 

dfi 





微分 （r _ 1) 次.证明完毕. 

由定理3. 26 得到一个稳定不动点存在性的充分条件.为了得到完全不稳定不动 
点存在性的充分条件，我们只要简单地要求公式 （ 3.15.2) 和 （ 3.15.3) 对逆映射 i^ 1 
成立. 


对鞍点不动点，问题是在这种点附近是不可能选择到区域使得 F 映到它自身. 
类似地，也不存在这样的区域使得映到它自身.这可从下面例子 看出： 


^ = Ax, y = yy , 0 < A < 1 < 7 . (3.15.6) 

为了克服这个困难，我们考虑所谓映射的交叉形式. 


定义 3.6 设 A 和 D 2 是某两个集合， P : Dix D 2 ^ D 1} Q : Dxx D 2 -^ D 2 
是某两个函数，设了是定义在直积 Di ⑭ D 2 的某子集上的映射，点 ( x , y ) ED 1 ^ D 2 
是点 （ rr ，2/) eD x ^ D 2 在映射 r 下的像点，我们说 P 和 Q 定义交叉形式的映射 
当且仅当 


x = P ( x y y ) 1 

V = Q ^. y ). 


(3.15.7) 


由公式 (3.15.7) 定义的映射： T x 称为交叉映射.由构造知， T X { D 1 ^ D 2 ) C 
Di <X> -D2* 

映射 T 的向前形式由公式 


给出.由 （3.15.7) 得 


元 = F{x,y), 

V = G(x y y) 

F(x ， y) = P(x,G(x,y)) f 

V = Q (工， G(x ， yY )， 
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因此 


Kdx^r F^dy = { P f x + P ; G， x )dx + P ^ G f y dy , 

dy = (Q f x + Q^dx + CT y G ， v dy. 

这里，函数 F 和 G 的导数是对 ( Xi y ) 取的，函数 P 和 Q 的导数是对 ( Xl y ) 取的•令 
dy 和 dz 的系数相等，我们得到 


^(如- 1 ， . 

G •一 - 吼 )- 览， 

n = p ; w -' 

K = PL-P^(Qy)- l Q 


(3.15.8) 


以及 


KG ;)' 

Q f x = wn 

p y = n ^ v r \ 

P^ = F^F^G f y )- l G f x 


(3.15.9) 


我们看到，光滑向前映射并不总是对应于光滑交叉映射.当 ( Q ；)- 1 没有定义时， 
映射: T 的光滑性可能被破坏，或者映射 r 甚至可以不是一对一的映射.但是对这样 
的映射下面的结果仍成立. 

定义 3 .7 通过凸闭集 A 和 D 2 (Di g R n , D 2 C 的直积上的光滑函数尸 
和 Q ， 以交叉形式 （3.15.7) 定义的映射 r ， 称为是鞍点映射，如果 


Iloilo <1, ||Q；||o < 1, 

II < (1 _ ra 0 )(i - 叫)， 

其中 || . ||o - sup || .11. 

{x y y)£Di(S>D 2 

例对应于映射 （3.15.6) 的交叉映射的计算是平凡的： 


(3.15.10) 


x = Ax , y = 7 _1 y 


由于0 < A < 1和7- 1 < 1，我们可以指定子集乃 i 和分别为 x 轴和1/轴的区 
间 i - e . e ]. 区域 d x ^ d 2 现在在映射: T x 作用下映为它自己.这里，我们有 g = A ， 
P 卜 0 , Q ; = 0 , Q' y =尸 1 .因此，由于 max { A , 7 -1 } < 1,得知条件 （3.15.10) 成立，即 
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这个映射是鞍点型的.类似地，使得 A - 的谱严格位于单位圆内，义+的谱严格位于 
单位圆外的任意线性映射 


^ = y =( A^)- 1 y 

也是鞍点型的•其中 max {|| yl -||,||( A + )- 1 ||} < 1， Di 和 D 2 可分别选择为 x 空间和 
y 空间中的球. 

当映射： T 写为向前形式时，条件 (3.15.10) 不再是对称的. 

命题 3 .1 为了使条件 (3.15.10) 满足，只需 

Iloilo < 1, HGX% < 1, 

, (3.15.11) 

IIK(G ;)- 1 ||。 • || G；||o < (1 - IIGII。) ， （1 - ||(G;)- 1 ||。). 

为了证明这个命题，我们指出由 （3.15.9) 得 （3.15.10)， 只要 


ll(G ； )- 1 ||o<l 

以及 

1网网)- 1 ||。|防||。1|网)- 1 ||。 

<(1 - Iloilo - |[^(G ； r 1 ||o||Gi||o).(l- IKGm 

现在我们看到可由条件 (3.15.11) 得知这些不等式. 

条件 (3.15.11) 中前面两个不等式意味着映射 T 沿着 y 变量伸长，沿着 a : 变量 
压缩.如果如我们在前面考虑的线性映射那样导数％和 Gi 都等于零，则这就足够 
使映射是鞍点 型了. (3.15.11) 中最后一个不等式简单地意味着，由％和％引起的 
变形不是本质的. 

定理 3.28 鞍点映射 r 在0 £) 2 中有唯一不动点. 

证明 首先注意到向前映射 r 的不动点与交叉映射： T x 的不动点重合.因此, 
我们只需证明: r x 是压缩映射，并调用定理 3.24. 

在中引入距离 


p({xi,yi) t {x 2i y 2 )) = \\x 2 — rci|| -f L||y 2 - 3/i|| 


(3.15.12) 


其中选择常数 L , 使得 


Iloilo 


一 Iloilo 


< L < 


m\ 


Iloilo 


为了验证映射是压缩映射，我们指出由 （3.15.4) 有 


(3.15.13) 


WPix^-Pixuy,)]]^ |IGIUI|x 2 —AII + IWII4 仍一 jh|| 



• 174 • 


第 3 章动力系统的结构稳定周期轨线 



和 


或者 


和 

因此 


\\Q( x 2iV2) — Q(xi,y\)\\ ^ IIQxllo||^2 — ^i|| -f- ||Qy||o||^2 一安 ill ， 

11^2 一 All < ||^||o||x 2 一 XiH + HP^IIoll^-SlII 
12/2 一 2/1 11 彡 ||Qll|o||X 2 - Xl|[ + IIQy ||o||52 -^1 || ? 

||^2- xi||-f L || y 2 -2/ i || 


< ( IICII 。+ ^ IIQ ； llo )|| x 2 - anil + ( llgll 。+ L || Q ；|| 0 )|| y 2 - g 1 || 

< 尺(11尤2 — Till +^||j/2 - j/l||), 

其中 

K = max{||P^|| 0 + L\\Q f x U 心- 1 "/^。 + II^IU}. 

由于 （3.15.13), K < 1, 因此 r x 是压缩映射.证明完毕. 

可以证明所得的不动点是鞍 点型. 事实上，在这里可以应用下一章的定理 4.2 
(于映射： T 和它的逆 T - 1 ), 所以我们可以证明鞍点映射的不动点有光滑稳定流形 
V = Hx ) 和光滑不稳定流形 x ：= ■ 其中函数 4(0：) 和此/)分别定义在整个 
和 Aj 上. 

现在我们讨论 Banach 原理的抽象形式.显然，如果 Z? 是任一 Banach 空间 X 
的闭子集，定理 3.24 仍成立.回忆线性空间 X 称为 Banach 空间，如果它是完备的, 
即 X 中元素的任一基本序列 { xj - i 都 收敛： 如果对任何 e 存在 m ， 使得对所有 
n > 0有 \\ Xn 4 -m 一 X m || 彡 £：，则对某个: E * € X 有 


lim Xi = x 


X 中点之间的距离定义为 


dist ( x 1 , x 2 ) = Ucc 1 — x 2 ||, 

其中范数 HI 是任意满足下面关系的非负函数 x — 凡 

|| x 1 ^ o ; 2 ||<|| a ; 1 || + || x 2 ||, 

||Aa:|| = |A| • ||x|| 对任何数 A, 

|| x || > 0 在 x / 0 . 

Euclid 空间 i? n 是 Banach 空间的例子.连续函数 x(t)\ te[0)T] 的空间 H 是另一 
个重要例子（这里 x e R n ), 其范数是 

\\x(t)\\o = sup ||x(0|| 

t €[0 ，rl 
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(我们用 || • ||。记//的范数以区别于中的范数).空间//是完备的，因为 K " 完 
备. 因此定理 3.24 对任何映 H — H 的压缩算子成立. 

例如，在鞍点附近边值问题唯一解的存在性定理 2.9 的证明中，本质上是验证积 
分方程 (2.8.4) 的右端在 i / 的闭 e 球认：卜⑷||。彡 e 上定义了一个压缩算子（这里 

^(0 = (w ⑷， v ⑷ )). 

类似地，定理 3.10 (鞍点不动点附近边值问题解的存在性）的证明是将 Banach 
原理应用于由序列 X = {(140，训)， ( Ul ， 〜)，••_ , ( Wfc , Vfc )} 按范数 


M 




组成的 Banach 空间内的 e 球上的算子而得到的. 

Hadamard 定理（定理 3.9) 是对定义在连续函数 w == £/?(?;) 的 Banach 空间中的 
算子应用 Banach 原理的，其中 i ; 属于 R n ~ k 中零点的5邻域 ， u e 范数 
为 

Iloilo = sup \\( p { v )\\. (3.15.14) 

IMia 


事实上，在所考虑的情形下,算子在 Banach 空间的子集 D 上有定义（见定理证明的 
第一 步)， 此空间是由满足 （ 3.6.4) 和 (3.6.5) 的光滑函数#所 组成. 它不是闭集（光 
滑函数序列按范数 （ 3.15.14) 可收敛于非光滑函数).因此，定理 3.24 并不保证不动 
点 〆 属于£>， 但是 〆 位于 D 的闭包内，即在满足 Lipschitz 条件 （ 3.6.3) 的连续函 
数空间内 （f 的光滑性后面用另外论述证明). 

当 rc 和//分别成为抽象 Banach 空间 X 和 M 的元素时，不动点 x * 关于参数 
的依赖性定理 3.25 和定理 3.27 也仍成立.为验证定理 3.27 的论述，我们回忆下面 


的定义. 

对映射 f :Y — X (其中 Y 和 X 是 Banach 空间)，在点 yGY 的导数 f ( y ) 是 


满足 


lim sup 

ll^ylHo 


1/(2/-t- ~) - f{y) - f(y)^y\\ 



(唯一确定）的线性算子，即尸 ( y ) : Ay Ax = f ( y)Ay e X . 如果 f ( y ) 连续依 

赖于 y ， 且对所有 yeD , 它在通常的线性算子范数 


\\A\\ = sup ||>1A?/|| 

!| Ay||=l 

意义下一致有界，则映射/在 Y 的子集 D 上光滑. 

在这个范数下，有界线性算子 Y-^X 的空间自身也是 Banach 空间.导数 f ， (y) 
依赖于点 yeY , 因此可考虑二阶导数，它是线性算子 y — (F — X ),等等： r 阶导 
数是由归纳定义的线性算子 F — (y — (… (y — X )… )). 
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显然，”阶导数/ ⑺ 可以考虑为对称的多线性算子 W — x ， 使得 

/(!/ + △!/) = /( y ) 十 f ( y)Ay + …+ 士 / ( r ) (2/)( Ay) r + o (\\ Ay \\ r ). 

函数/是 D Q y 上的 C 7 -光滑函数，如果对所有 k < r ， k 阶导数 / ( fc ) Q /) 连 
续依赖于2 /且作为算子是一致有界的，即 

sup ||/^)(y)Ai/i ••• Ay fc || x 

有限. 

例如，对任何定义在 IT 上的 C 7 - 光滑函数卩,作用在连续函数 x ( t ) te[0iT] 的空 
间好上的算子 a : ⑴ h g ( x { t )) 是 C 〜光滑的.对任何 r ， 有界线性算子是 CT - 光滑 
的.光滑算子的叠加是具有相同光滑性的算子.特别地，将连续函数 x ( t ) tmr] 映为 

x ( t ) = f ^{ s ) g ( x { s ), s)ds 
Jo 

的算子 H — H X + 任何连续函数4以及任何关于0 ：是光滑，关于 S 是连续的函 
数夕是 O' - 光滑的.这种类型算子的光滑性将在第 5 章用来证明以定理 3.27 为基 
础的不变流形的光滑性. 


第 4 章不变环面 



不变环面出现在周期强迫自激振动系统，以及几个自激振动系统的交互作用的 
非线性动力学的研究中.我们在这里仅限于讨论第一种情形，即下面形式的非自治 
系统 


x = X ( x ) t ), (4.0.1) 

其中 ： r e R ' p ( x , t ) ^ t 是以 2 tt 为周期的周期函数.如同对 

x = X ( x ), (4.0.2) 

假设 (4.0.2) 具有周期为 T 的结构稳定的周期轨线 L . (4.2.1) 的相空间是 R " x S 1 ， 其 
中 S 1 是周长为 2 tt 的圆周.原则上， （4.0.1) 可以在中写为自治系统的形式 


X = X ( x )-\- /2p(X ， 0), 
6 = 1， 


(4.0.3) 


其中0是以模 2 tt 定义的循环变釐. （4.0.1) 和 (4.0.3) 的一个特殊情形是 M = 0 
的系统(这时 (4.0.3) 的第一个方程与第二个方程去耦)，两个系统具有二维不变环面 
r 2 0 : LxS \ 我们将证明也存在光滑不变环面对所有充分小 M ， 它接近于 T §. 为 
此我们将用由 Afraimovich 和 L.Shilnikov [2,3] 建议的稳定环面的存在性准则，这个 
准则称为环域原理.此外，环域原理也应用于多个循环变量的情形.这允许我们应用 
它到具拟周期外力的强迫非自治系统. 

接下来我们研究二维不变环面上轨线的性态.在这种情形下，问题可以化为 
圆周的可定向 Poincare 映射.这种映射理论的主要结果是由 PoincarS 和 Denjoy 的 
先驱工作得到.在 4.4 节我们将叙述这个理论的主要内容，因为它正确给出了某些 
振动同步化问题的数学解释. 
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4.1 非自治系统 

n 维非自治周期系统形式上写为 

x = F(x, t), (4.1.1) 

其中 F(x,t^2n) = F{x,t). 假设在 R n x R 1 或 D x R 1 内解的存在唯一性条件满 
足，其中 D 是 R n 的某个子区域.假设对任何初始条件 ( x 0 ^ o ), 解可以延拓到区间 
[ to,to + 27 r ] ±. 许多与周期性强迫振动研究有关的非线性动力学问题都可化为对这 
类系统的 研究. 例如， van der Pol 方程 


x -1- /i(x 2 — l)x -f UqX = A sin ut, 

和 Diiffing 方程 

x hx ax (3x 3 = A sin ujt y 

等_ 

一般来讲,我们可用引入满足 6 = 1 的新循环变量0将系统 （4.1.1) 化为自治系 
统.但要做到这点必须使得变量 a ; 和0有同等的地位，即函数 F { x , 9 ) 关于它的所有 
变量必须是 C ” -光滑 （ r 彡 1). 非自治系统的特征是 F 仅假设对 f 连续. 

原则上，对 （4.1.1) 的研究化为对微分同胚的研究，其光滑性等于 F 关于 a : 的光 
滑性，当然， P 关于 rr 的所有导数都假设是 f 的连续函数.其构造 如下： 由 F 关于 f 
的周期性，点 ( x ，0 和点 0 M + 27 rm ) 的轨线重合，其中 m e Z . 因此，我们得到沿着 
系统 （4.1.1) 的解将平面 t = 0映到平面〖= 2 tt 的相应的微分同胚，如图 4.1.1 所示. 

设 x ) 是系统 （4.1.1) 在《= 0 通过点 a : 的解.则所考虑的微分同胚写为形 
式 

^ = /( 工)， （4丄2) 

其中 f(x) = p(2 丌， x). 

这种简化的可能性是非自治系统的特性之一 J 注意，在自治系统的相空间中这 
种大范围截面的存在性一般并不成立. 

于是，显然在相空间 IT x (或 D x S i ) 内次通过截面 t = 0 的周期轨线对 
应于微分同胚的 /c -周期轨道 （ Xo , … , XA ：~ l ). 

回忆微分同胚周期点的定义.如果 rro 是映射元= / fc ( x ) 的不动点，但对 p < k , 
它不是5 = f P ( X ) 的不动点，则点: To 称为周期为 fc 的周期点，点:和; Tq 都是周期 
点，其中 = f p ( x 0 ),p = 1 ， …， A - 1,显然 x p ^.i = f ( x p ) 和 X 。 = f ( Xk - l ). 每一点 

~ 连续点的逐段连续右端 f ( x , t ) 的系统的研究，也可化为这 
样的微分同胚. 


4.1 非自治系统 
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图 4.1.1 沿着 27T 周期的非自治系统的轨线构造微分同胚的几何解释.非自治系统的轨线与每隔 
27T 时间周期的平面截面的交点组成微分同胚的轨线. 

X P 对应于周期 2ttA: 的解 (p = 0, …， fc - 1). 任何两个这样的解在 对 （ 移位一 
个可被 27 T 整除的数相互 重合： 

< Pp ( t ) = + 2 np ). 

为建立不动点的存在性，下面的准则是有用的 .设乃 是同胚于标准 球伶. • < 

1} 的有界闭区域.则 D 就称为球， 

定理 4.1 (Brauer 准则） 设 T 是将球 D 映到它自身的连续映射，即 rD C D . 
则 r 至少有一个不动点. 

Brauer 准则通常应用于下面的情况.设定义在区域 DxR ^ 上的系统的所有积 
分曲线在边界进入这个区域.则相应的微分同胚满足定理 4.1, 因此,系统自 
己至少有一条周期轨线. 

现在我们回到周期强迫系统问题.在这种情形下，对系统 (4.0.1) 的研究化为对 
下面形式的微分同胚族 

x = (4.1.3) 

的研究，其中/表示为 

/( 工， M) = /o ⑷ ( 工 ， #)• (4.1.4) 

我们看到，在 /i = 0 微分同胚 (4.1.3) 是沿着自治系统 (4.0.2) 的轨线的 2tt 移位映射, 
或者等价地，是沿着系统 


x = X ( x ), 


(4.1.5) 
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的解定义的从0 == 0到0 = 2 tt 的映射. 

在上面的假设下，系统 (4.0.2) 有周期为 r 的周期解 L ， 其方程是 x = 因此 
系统 （4.0.3) 有“直棱”不变环面 Tg ， 其底由 { L:x = ^),0 ^ 0! < r } 定义，如图 
4.1.2 所示.从而，微分同胚 (4.1.3) 在 /X = 0有光滑不变闭曲线 Lo . 我们将在下面证 
明，如果 L 0 是 (4.0.2) 的稳定解，则对所有充分小的 / i , 系统（ 4 .0.3)有接近于 T § 的 
光滑不变环面1^，见图 4.1.3. 这是由于，对所有充分小的/ X ，微分同胚 (4.1.3) 有光 
滑不变闭曲线 



图 4.1.2 扩展系统 (4.1.5) 在 p = 0的不变环面 T § 表示为直积 L 0 xS 1 . 



图 4.1.3 扰动系统的光滑不变环面 
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现在考虑系统 


土 = X ( x , t ), 


(4.1.6) 


这里我们假设是 i 的拟周期函数.这意味着 


+00 


+oo 


X ( x , t ) = 


… Avn+1 { x ) e i( ^ kl Ul + ***+ fc m + i « m+i ) t ^ 

fcm+l = —CX) 


(4.1.7) 


其中 k = ( k u … 是由整数组成的向量， n = (%,••• ,n m+1 ) 是实数向 m. 我 
们也假设仏，…，构成频率基，即对任何 k _0, 


(k, fi) = A ； if2i + … + A: m+1 f2 m+1 ^ 0 

在条件 X ( x , t)e CT(r > 1) 下，它可表示为形式 


(4.1.8) 


(4.1.9) 


其中 XM ，… ,0 m + i ) ee 对每个变量心 = 是周期为 2 tt 的周期 函数. 因此 
系统 (4.1.6) 可写为自治系统 


x = X(x,0), 

o = n , 


(4.1.10) 


其中 0 =(仏,... 
究可以化为对映射 


(4.1.10) 的相空间是 x T ^ 1 . 此外，对系统 （4.1.0) 的研 


9 + u ; (mod 2 n ) 


(4.1.11) 


的研究，如果我们选择截面 0 m+ l = 0. 其中0 = (01,-•• yOm ), LU = ( Ct ^ ，… , U ； m ), 
这里％ = -~ L (j = 1，… , m ). 微分同胚 （4.1,11) 的相空间是 R n x T m . 在研究 

十 1 

(4.1.11) 时，较方便的是把 T m 表示为 m 维立方体 


{ ( 沒 1 ， … >^m)|0 < 0j ^ 27T, 


(1， … ， m )} 


使得这个立方体的对边的点等同，即 


(01，…，0，一1，0為+1，-- - ,0 m ) =(〜，•••為一1，2兀為+ 
由于 (4.1.11) 中第二类方程与 x 无关，映射 


Om )- 


0 + 0 ； (mod 27 r ) 


(4.1.12) 


定义在 T - 上，且是一个微分同胚.由于假设关于 n 的条件 （4.1.8) 成立，这个映射 
既没有不动点也没有更低维的不变环面.换句话说， T - 是极小集.因此，出现在耦 
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映射 (4.1.11) 研究的第一阶段中的最简单对像是形如 rr = ft ⑺）的 m 维不变环面，它 
对应具有频率基（心，… ，〜） 的拟周期解. 

在 4.2 节我们将对充分宽的一类微分同胚叙述一个不变环面存在性的相当方便 
的准则. 

注我们已经看到，对时间是周期或拟周期依赖性的非自治系统，允许自然扩 
展到更高维的自治系统，其中增加的维数等于独立频率的个数.但是，在一般情形这 
种扩展对有任意时间依赖性的系统是不成立的.此外，在这种情形下相空间维数的 
直接向前增加是没有用的，因为 t — + OC 时轨线的性态必须在非紧相空间中研究. 
否则，游荡集是空的.因此，具有一般时间依赖性的非自治系统的研究主要要求用新 
方法，对一类二维非自治系统的这种方法被 Lennan 和 L.Shilnikov [41] 所发展. 


4.2 不变环面的存在性定理.环域原理 


考虑微分同胚 P 


其中 xGR n ,0 GT m , 
设 K 是由 


无 = /( M )， 


(4.2.1) 


6 = 9^ go{x^0) = g{x^6) (mod 2 开） 

n 彡1， m 彡1，光滑函数/和 g 关于0是 2 tt - 周期的. 


K= {(x^)H(x(l 


定义的环域.对向量值或者矩阵值函数 ^6) 引人下面的 记号: 

Iloilo = sup ||^(x,0)||, 

(x f e)eK 


其中 || • || 是标准的 Euclid 范数. 


假设 4.1 

对任何固定的 0, 映射 




x = /( x , e) 


是压缩的，即 


9 / 

dx 

<1. 

0 

(4.2.2) 

假设 4.2 

对任何固定的 rr ， 映射 




0 = 0 -{- go(Xj ff ) (mod 27r), 

(4.2.3) 

是微分同胚.特别，这得到 





- (i) _ 

,1 

^ (7 < oo . 

(4-2.4) 


4.2 不变环面的存在性定理.环域原理 
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定理 4 . 2 (环域原理）在上面的假设下，如果 




dx 


> 2 


(r 


9 g 

dx 


齧(塞) 


(4.2.5) 


则微分同胚 (4.2.1) 在 K 中有 m 维不变环面，它包含 K 中所有正半轨线的所有 
极 限点. 这个环面由图= /1寧(0)定义，其中 M 是 C 1 - 光滑的 2 tt - 周期函数. 


证明 由假设 4.2 我们可把 （4.2.1) 写为交 叉形式 

^ 0 ), 


0 = G ( x , 0) (mod 27 r ) 


注意到 


F{x,6) = f{x,G{x,e)\ 
0 = g { x , G { xJ )). 


从这个公式我们得到 F 和 G 的导数的如下 估计: 


(4.2.6) 


(4.2.7) 


dF 


dG 

dx 

• 

O 

do 


< 1 


按照假设4.2,对每个固定的 a ;， 映射0 = G { xJ ) 是将环面 T m 映为它自己的微分同 
胚，因此它不可能是压缩映射.从而它的 Jacobi 矩阵的范数的最大值必须大于1: 


3 G 


> 1 


由此得知， 


dF 

dx 


< 1 


dg 

dx 


d £ 

ae 


9 g 

do 


% 


㈤ 



(4.2.8) 


从这些估计和 (4.2.5), 可以验证下面的不 等式: 



dF 


dG 


dF 


dG 

dx 

• 

O 

dO 

o + V 

dd 

9 

O 

dx 


< 1 


(4.2.9) 


特别， 


dF 

dx 

o 

dF 


dO 

o 

dG 

dx 

o 

dG 


de 

o 


/- X /|0 分 H 

9 19 9 1519 9 


a -5 
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现在我们可以看到由 （4.2.9) 得到下面的不等式 



(4-2.10) 


记 



(4.2.11) 


(在 


dG 

dx 


= 0的特殊情形，我们将简单地对£选择充分大的数)•从 （4.2.9) 立刻得知 


C 


dG 

dx 


<1， 


(4.2.12) 



(4.2.13) 

(4.2.14) 


由 (4.2.10) 我们有 

罔。 <1_£ | 鬧。 • ( 4 . 2 . 15 ) 

余下的证明仅以这些不等式为基础.我们以 H ( C ) 表示向 M 函数 X = /1(0)的空 
间，函数的图像在 K •• < ry 0 内，其中 ft 满足 Lipschitz 条件: 


||/1(沒 + △$) — h {9)\\ ^ C \\^ e \\. (4.2.16) 


对 H ( C ) 赋予通常范数 


distal, * 2 ) = ||*1 - h 2 \\ = sup||Ai( 0 ) - h2{0)\\. 

e 

大家知道， H { C ) 在有界连续函数的 Banach 空间中是闭的. 

引理 4.1 只要 （4.2.12) 和 (4.2.13) 满足，映射: T 诱导算子 T •• H ( C ) -> H { C ) 
(即 Lipschitz 函数 : r == / i (0) 的图在映射: T 作用下的像是满足具有相同常数 /:的 
Lipschitz 条件的函数元= h (0) 的图). 

事实上，设 ft e H { C ). 首先我们必须证明，像 r{rr == h (0)} 是对某个单值 函数& 
的无=以”的这类曲面.换句话说，我们必须证明，对任何存在唯一 i (这可能给 
出_使得对某个0有 M ) = T ( h (0)，0). 这等价于（见 4.2.6) 对任何0，关于0 
的方程 

e ^ G ( h (0) J ) (4.2.17) 

的唯一解的存在性. 



4.2 不变环面的存在性定理.环域原理 
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对每个固定的我们可以将这个等式视为将环面映为它自身的映射 

e^G{h{6) f 9) 


(4.2.18) 


的不动点方程.如果我们能够证明这个映射是压缩的，则所考虑的不动点的存在唯 
一 性将由 Banach 原理 得知. 而这是由条件 （4.2.12) 和 (4.2.16) 容易得到的结论.因 
为对固定的6和任意的 A 0， 我们有 


|| Ax || = \\ h (0 + A9) - h (0)\\ < C\\Ae\\ 


和 


G(x -h Ax , 0) - G(x 7 0) 



dG 

dx 


(x + sAx, 6)ds ) Ax 


因此 


|| G (/ i (0 + A 0)， 朽 _ G (/ i (0)， 句 ||<£ 


dG 

dx 


Ml. 


由 （4.2.12) 得知，映射在所考虑情形下事实上是压缩的. 

从而，对 任何& 存在唯一 0，使得等式 （4.2.17) 成立.由于压缩映射的不动点连 
续依赖于参数（在我们的情形是句，由此得知0也连续依赖于疢 
将沒的值代人 （4.2.6) 的第一个等式，得到函数 h = Th 的形式为 


x = h (9) = F ( h (0{0)), 6) 


(4.2.19) 


我们看到 A 连续.下面我们证明 A 满足 Lipschitz 条件.显然只需证明对每 


0有 




(4.2.20) 


为了证明这一点，我们指出按照 （ H 6) 有 


△ 龙 = F x Ax 4- F^AO, 

AO = G x Ax 4- GgAO 


其中我们记 


F x 



1 ar 

0 


(x -f sAx, 0 + sA9)ds 


(4.2.21) 


等. 在这里假设点 ( x ， e ) 和点 Or + △rrj + △沒）属于 { a : = h (9)} (因此点 ( x ,0) 和点 
{x + Ax ,0 + AO ) 属于 {x = h ( e )}), 因此， || Ax || 彡 £|| A 0|| .将这个代人 (4.2.21) 给出 

I 障 0 + ^{gf}_. 
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取极限我们有 


工 - T 鎖“ 


dF 

90 


dF 

dx 


dG 


~dG 

dx 


(4.2.22) 


因此，由 (4.2.13) 得知函数; i 满足 Lipschitz 条件.这就完成了证明. 

我们已经定义了算子 T ' H ( C ) 一 H ( C ). 现在证明了是压缩的.由于 H ⑹是 
Banach 空间的闭子集， Banach 原理保证算子 f 在 H { C ) 上唯一不动点 M 的存在 
性. 因此我们有& = / i ' 这意味着由 f 的定义，曲面 { o : = 在映射 T 作用下 
的像是相同的曲面，即这个曲面是所求的不变流形（为了完成证明，我们还需要建立 
ft " 的光滑性). 

设 M 和 h 是 H(C) 的两个元素，心和心是它们在 f 作用下的像.固定任一 0 
并取点 ( x x , 0) 和点 (幻 J )， 在这些点具常数值参数々的曲面分别与曲面侍= h t (0)} 
和曲面 {无 = h 2 (0)} 相交.由于这些曲面按定义是曲面 { a ： = h ^ O )} 和 { a : = / i 2 (0)} 在 
映射 T 下的像，存在点^ = &(&) ，化） 和 ㈤ = h 2 (0 2 ),e 2 ) 使得 = { x u B ) 
和 T ( x 2 , 9 2 ) =(无 2 , 句 .由 (4.2.6) 有 

= Fihxier )^), ( x 2 = F(h 2 (e 2 ),e), 


G ( hi (0 i ),0), 


x 2 = F { h 2 ( e 2 ) J ) 
e 2 ^ G ( h 2 { e 2 ) J ), 


这给出 


II 〜 - 0 2 | 叫 際 I WhM ^ h 2 (e 2 )\l 

|| X 1- X 2 ||< g ||^(01)-/12(02)||. 


利用 Lipschitz 条件 （4.2.16) 我们有 


II 九 1 ( 沒 1) 一 打 2( 沒 2 川 < H^l(0l) — hi (02 川 + \\h\(02) — "2(02)11 

^ 一沒 2II + dist (/ ii , / i2 ). 


因此,不等式 (4.2,23) 可以写为形式 


dG 


II 汐 1 — (£||01 — 02 \\ + dlst (/ li ，/ l2 )) 


(4.2.23) 


dF 

\\x\ — X2W ^ -Q^ m\^l 一沒 2II + dist(/li,/l2)), 


或者 


11^1 — 02\\ ^ 


3 G 

dx 


(卜 


dG 

dx 


dist(/ii ， /i2 )， 



最后, 
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II 叉 1( 句 —^2(0)|| = ||xi - X 2 \\ ^ 



• dist(/ii ， /i2). 


因为&是任意选择的，上茴的不等式按定义意味着 


dist(/ii ， /i2) 彡 





故由 (4.2.15) 映射 f 事实上是压缩的. 

我们已经证明了 Lipschitz 不变流形 M * :{x = h *(0)} 的存在唯一性.因为压 
缩算子的不动点是从任一初始猜测开始的逐次逼近序列的极限，故对任一 Lipschitz 
函数办 0 , 有 h * = lim T k ho , 或者，同样地，任一 k Lipschitz 曲面 { a : = ho {0)} 在映射 T 1 
下的向前像收敛于不变流形 M *. 这得知定理的结论，即对于 K 的任何点的向前迭 
代,它们的极限集在上. 

现在证明的光滑性.流形 { o : = h *( e )} 的不变性意味着，按照（4.2.6)，对任 
意 e 有 

h *(0)= F ( h m (0) y e ), (4.2.24) 

其中0的值由方程 

e = G ( h ^(6), e ) (4.2.25) 


通过隐式定义.最后这个方程在不变流形上定义了映射 T - K 如同与引理 4.1 相同 
的论述，得知0定义为&的单值连续函数. _ 

由 （4.2.24) 和 (4.2.25) 的形式微分,得知导数^ = ^ (如果它存在）必须满足 

方程 


77 ,= 


dF dF 
~de^~~dx 


•rT ⑹. 



dG 

~de 


(4.2.26) 


其中右端所有导数都在 Or = ^(6),0) 处计算，0是由（ 4 . 2 . 25 )定义的$的函数.我 
们证明满足这个等式的连续函数 f 存在.考虑有界 (Iloilo 连续函数 rr = r ; ⑹ 
的空间 H f { C ). 这是赋予范数 


llm II 卜 —(_) =，(“_ 


的连续函数的 Banach 空间的闭子集.考虑在 H ' C ) 上定义的映射 rj ^ fj : 




dF dF 

雨+石 




d 0. 


(4.2.27) 


这个公式给出当函数 ?j 已知时计算$的 规则: 对任意々由公式 （ 4.2.25) 求义 并将这 
个结果代入 （ 4.2.27) 的 右端. 

下面将证明由 (4.2.27) 给出的映射将 H\C) 映为自己且是压缩的，由此得知 
(4-2.26) 的解 f 的存在唯一性 . 0的连续性是显然的，所以我们只需验证它是囿于 
乙的，只要7；囿于同一常数.由于 

dG ^ dG ^ 

瓦石 。 £<1 


(见 （ 4.2.12 ))， 我们可以写为 


dG 

dx 


•V 


m.” 


k 


因此 


dG 


t^WdG ll fc ^ 




■ • 


fc =0 


dx 




fc =0 


dG 

dx 


dG 

dx 


利用这个估计从 （ 4.2.27) 得到 




dF 




dF 

dx 


£• 


dG 


dG 

dx 


由 (4.2.13) 这给出 


_ 彡 A 


即巧 e H\C\ 只要 € H r (C). 


为了证明压缩性，注意到由 H f (C) 对任意爪和仍有 


fh(0) - Vi(9) 


dF 

dx 


^2 ⑻ 


dG\~ l 

dx J 


(v2(0)-rnm 




dG 


(4-2.28) 


为了推导这个公式，我们用 


v ( f - §. v 


dG 


71 十 T 1 + 


/-r; 


dG 




dx 
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因此 


m 


V2 


dG \ 

瓦 ，) 

dG\~ l 
dx ) 


( T dG 




从而可用恒等式 


i - m 


dG 




dx 


V 2 - Vi 


dG 




卜 W 1 


(V2 - Vi) (/ - 笔， 


这可以用 ( I - m -^ r ) 乘左端， 用 ( r -笔 ，)乘右端来验证 


以川 V 一 "2- 瓦 

由 (4.2.28) 得知 


sup 


dist ( 7 ) 2 ^ 1 ) ^ 


OF dG 
dx d 6 


_£ 


dG 

dx 


distil } m) 


再由 （4.2.14) 得知压缩性. 

我们已经证明了 （4.2.26) 中唯一确定的形式导数炉的存在性. 


现在证明事实上 




~ d 9 


. 这与证明下面的等式恒等于零是相同的: 


之⑹ = -«- • 

注意到函数 z —致有界（因为 < 有界且 / i * 满足 Lipschitz 条件) • 
我们用 z ⑻估计 z {9). 首先，我们证明 

h m (e A8) - h*(0) 

(h* (0 + A0) — h*(0))-h + 。(△句 + °( A0 ) 

OX Ou 

其中由于 （4.2.25), A 0 满足 


(4.2.30) 


(4.2.31) 


A9 


g ( h .(0 + A 0) - h *( e )) + 综△沒 + o ( A 0) 4- o ( A 0) 

ox ot ) 


(4.2.32) 


注意到满足 Lipschitz 条件 • 特别地， 


dG 




dG 

dx 


(4.2-33) 


将 （4.2.32) 写为 


= (/ -尝 7 尝(以(沒 + — Y ⑹一”△沒）+ 尝 + o ( A 0) + o ( A 0). 

_ 

现在，利用 （4.2.26) 我们可以写 
_ + A9)- h*{6) - 7]* {6) ^9 

7 -芸讀 )） 

或者（见 (4.2.29)) 


dG 

dx 


(/ i *(0 + A 0) - h \6) - v m (0) A 6) + o ( △句， 



h m (6^ A §)- hH ^(9) A 9 


dF 

dx 




dGy 1 
dx J 


(h*(0-h A 0) - hr (6) - rf {6) M ) + o ( A 8). 


因此，由 （4.2.30) 和 （4.2.33) 得 



(4.2.34) 


在这个公式中 z (0) 前面的系数严格小于 1. 回忆对不变流形 M * 上的任何点由 
e 唯一确定0，即我们可以考虑上任何点的无穷向后轨道，它将停留在 M •上. 
但是，如果2的值在某一点不为零，由于（4.2.34)，它的向后迭代可无限增长.这与 
z (0) 的一致有界性矛盾，故这个函数在 AT 上必须处处恒等于零.这导致不变流形 


的光滑性，证明完毕. 


仔细检查证明可知，本质上我们没有用到0是角变量的条件（我们仅仅在刚开 
始当由定理假设推导公式 （4.2.9) 和 (4.2.10) 时需要它).我们的论述在一般情形也 
成立，为了避免更多的重复，我们只简单地叙述下面的结果. 


定理 4.3 设久和 y 是某 Banach 空间的某凸闭子集.假设映射: T 在 X x K 
上定义为交叉形式： 


x = F ( x , y ), 
V = G ( x , y ), 


(4.2.35) 


这意味着 X x F 中两点 （ x ，2/) 和 （ A 5) 由映射7 1 相联系，当且仅当（ 4 . 2 . 35 ) 成立. 
设 F 和 G 是满足下面两个条件 



(4.2.36) 


和 
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(4.2.37) 


的光滑函数.则映射 r 有 c 1 - 光滑不变流形它包含 r 的任何向前轨道的0； 
极限点. 


注意，原则上映射 r 不用假设是单值 的：在 （4.2.35) 中允许有几个不同偶 { x y y ) 
对应于同一个 ( x , 2 /). 因此 X x y 中的一点可以有多于一条的轨道，这个定理给出 
了它们的 a ; _极限集都包含在中. 

我们也不需要 ( x , y ) 光滑依赖于 ( x , y ) 的条件.但是，从上面的证明得知逆映射 

了- 1 在上是单值且光 滑的： 它由方程 

V = G ( h m ( y ), y ) (4.2.38) 


通过隐式定义，其中 a : = 是的方程. 
h . 的导数 < 满足关系式 


v*{y ) = 


dF _ 

dy + dx 


V(2/). 



(4.2.39) 


(这是公式 （4.2.24) 和 (4.2.26) 的简单重写).我们看到导数 f 是其图像写为交叉形 
式 


y = Q{y)> 


(4.2.40) 


的映射的不变流形的函数，其中6?由（ 4 . 2 . 3 8)这一隐式给出，7由 (4.2.39) 右端给 
出.我们可以将定理 4.3 用于这个映射（注意到|| -0) 而得到下面的事实： 

如果 ^ 



(4.2.41) 


且 



(4.2.42) 


则不变流形 r / = rT ( y ) 唯一且光滑.这意味着导数 rT 是 y 的光滑函数，因此这时 
h * e C 2 . 

我们将用原来的函数 F 和 G 来表达 A 广上面的 C 2 - 光滑性条件.首先，注意 
T 的公式中含有 F 和 G 的一阶导数，因此 为了， 光滑， f 和 g 至少需要是 C 2 光滑 

的.考虑导数 f ，回忆我们已经作过类似的估计（用稍微不同的记号，见 （4.2.28)). 
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为了避免重复我们就简单地给出下面 结果: 


dF \ 


I^GII 

狀 ||< 加 

• 


y 

dr i i" a r 

dG 



dx 



其 中厶是 Lipschitz 常数，即导数 < 范数的上界.由构造（见 （ 4.2.11)), 



因此， 


对导数 



我们直接从 (4.2.38) 得到下面的 估计: 


(4.2.43) 



(4.2.44) 


将这两个不等式代人 （ 4.2.41 )， 得到下面关于的 C 2 - 光滑性的其它充分条件 （与 
定理 4.3 的条件比较，条件 （ 4.2,42) 没有引人新限 制)： 



或者 



(4.2.45) 


我们可以重复上面的步骤导出 C 3 - 光滑性的充分条件（将 （4.2.43) 和 (4.2.44) 
代入 (4.2.45)) 由归纳法，我们得到下面的定理. 


定理 4.4 设定理 4.3 中的函数 F 和 G 是 C 7 * - 光滑的 （ r 彡 1), 并假设对某整 
它们满足另外的条件 



sup 

{x,y)exxY 



<1， 


(4,2.46) 
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则在这种情形下不变流形 AT 至少是 - 光滑的. 


我们已经用交叉映射叙述了这个定理而并不需要映射： T 自身的光滑性.此外， 
检査定理的证明显示，即使我们还允许函数 F 和函数 G (它们定义交叉映射）在有 
限个曲面 {y =常数 } (或者在有限个与任何曲面 a ； = / i (2/) 横截的光滑曲面，其中 
川< £) 上有奇点，定理仍成立，只要 



导数 €以及所有导数 ( A : < g ) 在 X x F 上处处连续 • 

对任 何整義 Po ^ 0, pi ^ 1，…，仏彡1和 A :。 彡1山^ 0, • • • , A ; s 彡0使 
得 fco + • • • +纥^ ^ <7以及 Po +… + p a < gs 在有奇点的曲面上有 


lim 


^Po+fco p 


d Pi+kl G 


d Pa+k ，G 

dx k ° dy p0 

鲁 

dx kl dy pi 

■ • m m 參 

dx k3 dy Ps 



回到环域原理，定理 4.4 给出下面的结果（见有关交叉映射和初始映射导数的估 
计 （4.2.7)—(4.2.8)). 

定理 4 . 5 设映射（4. 2 .1)是满足假设 4.1 和 4.2 以及 



(4.2.47) 


的 C ( r 彡 2) -光滑微分同胚，其中 2^ q ^ r . 则由定理 4.2 (条件 （4.2.27) 导致那 
个定理的假设成立）给出的不变环面至少是 C 9 - 光滑的. 


下一节我们将集中注意力于 (4.2.1) 中第二个方程的维数 m 等于1的情形.对 
高维情形我们仅作些说明.由假设，映射（4.2.3)(对应于固定的 : r ) 是微分同胚.我们 
可以将它包含在下面的族中 

0 = 0 -{- eg ( x , 9). (4.2.48) 

当 e = 1时得到原来的映射，当 e = 0时得恒同映射.这意味着 （4.2.3) 是同伦于恒 
同映射.但是，在环面的所有微分同胚中还存在某些是非同伦于恒同映射的微分同 
胚. 

我们视环面 T - 为满足黏合点 

(汐1， … ，0 j - l ， O ，0 j + i ， … ，0 m ) 三 (汐 1，." ，0 j - l ， hOj + l ，. • • ，沒 m ) 

的单位立方体 


{0|0<心<1， 0 = 1，…， m )}. 



• 194 . 


第 4 章不变环面 


环面的微分同胚不同伦于恒同映射的一个例子由 


0 = AO (mod 1) 


(4.2.49) 


给出，其中4是 det | A | = ± l 的整数矩阵（不同于恒同矩 阵). 这样的微分同胚的一 
个例子是映射 

夕 =(;(mod 1), 

如图 4.2.1 所示. 



图 4.2.1 不同伦于恒同映射的环面微分同胚作用的一个例子. 


映射 (4.2.49) 称为环面代数自同构.对下面形式的微分同胚 


^ = f (工，0)， 

0 = AO + go{x 7 6) = g(x 7 0) (mod 1) 


(4.2.50) 


的情形，其中函数/和 g 关于0是周期为1的周期函数，环域原理成立，如果在环 
K 内下面的条件 满足： 

(1) 映射 

^ = f(XyO) 


对 I 网€ M 是压缩的，且 

(2) 映射 

9 = A 0 go ( x ,0) = g ( x , 9) (mod 1), 

是环面上的微分同胚，以及 

(3) 映射 (4.2.50) 满足条件 (4.2.5), 或者，更光滑的条件 （ H 27). 
这个论述的证明恰是定理 4.2 或定理 4.5 证明的翻版. 
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当限制在环面: X = h {9) 上时，映射 (4.2.50) 可写为形式 

0 - A 6- {- g 0 { h ( e ) y e ) (mod 1). (4.2.51) 

我们将一般环域原理的分支应用推迟到本书的第二卷.在这里要注意，对 m = 1 
和乂 = -1 的情形， (4.2.51) 是不可定向的圆周映射 

6 = -6^- g 0 {9) (mod 1)， (4.2.52) 

它是 Klein 瓶上某些流的 Poincar 6 映射. 


4.3 不变环面的持久性定理 


考虑系统族 

土 =尤(工） +P (工，沒， a 0, 
6 = 1， 


(4.3.1) 


其中 X 和 p 是 C ”（ r 彡 1)- 光滑函数，且 p 是0的 2 tt - 周期函数，因此，我们将0 
和 0 + 27 T 等同. 

假设 p 在 p = 0 为零,•应的自治系统 


x = X(x) 


(4.3,2) 


有周期为 t 的稳定周期轨线 L . 


定理 4.6 在上面的假设下，对所有充分小的 / i , 系统 （4.3.1) 有 C - 光滑的二 
维不变环面. 


证明在1的小邻域内代替: r 坐标引人法坐标 ( y ，0 o )( 见 (3.11.20)). 在新变 


量下这个族取形式 

y = 

Ay + Fo(9o^y) -f F\( 6 o,y, 6 ^ fj,) ) 



9o = 

Qo + 办 0( 沒 0,2/)+ 6i(0o,2/ ， ^ ， aO ， 

(4.3.3) 


9 = 

1 ， 


其中 

^ 0 ( 60 ^ 0 ) 

= 0, ^02/(^o,0) = 0, 6o(0o,O) = 0 

(4.3.4) 

以及 Q 0 = —. 





— • 

(4.3.3) h 端是0 的周期为 2 tt 的周期函数, 且关于0 0 或者是 2 tt 周期，或者（见 
(3.11.22)) 它们都是反周期的: 2 


F(0 O -H 27r, ay, 9, fi) = aF{0 Ql y, ^/i), 

b(0 o -f 2 tt, cry, 6, n) = b(6 o ,y,0, fi), 


2 我们记 F = Fo -f Fj 以及 6 = ?>q -f fei. 


(4.3.5) 
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其中 C 7 是某些变量 y 的对合改号 • 在周期情形， a 是恒同 映射. 由构造（见 3. U 节), 
点(2/為）和 Wv , Oo H - 27 r ) 对应于同一点 

考虑由系统轨线的时间 27 T 移位（我们将0 = 0和0 =： 2 tt 等同）定义的截面 

0 = 0的微分 同胚. 由关于参数的连续依赖性，对小的 M 这个映射 C r - 接近于自治 

系统 (4.3.2) 的时间 2 tt 映射（这对应于 (4.3.3) 中巧= 0和6】= 0). 因此，映射有形 
式 


V = /(! /為， M) = e 27rA y-h/o(y,^o) + /i(yA ， M )， 

= g(y ， ❺、 m) = H- 9o(yi /x), 


(4.3.6) 


其中右端对办或者是周期的或者是反周期的，且叫= 2 t ^ 0 . 此外，（见 （4.3.4)) 


/ o (0,^ o ) = 0, foyiO . Oo ) = 0, fi { y } 0 Oj Q ) = 0, 

夕 o (0,0 o ) = 0， gi { y ,0 o ,0) — 0. 


(4.3.7) 


现在我们验证环域原理的条件（见上一节).这时我们不考虑 0 Q 为角变量而假 
设如 e (- oo , + OC ). 显然，关于不变曲线 2 / = h (0 o ) 存在性定理 4.2 的结论并不改变. 

首先，我们必须求5,使得长条 l | y || < 5映为自己.注意由 （4.3.6), 对任意充分小 
4 11/^11在这样的长条内很小.因此，在 M = 0,从 (4.3.6), (4.3.7) 我们有 

_|< (|| e 2 , 4^版||， 

其中 e 可以取得任意小，只要 J 很小. 由假设，周期轨线 L:{y = 0} 是稳定的，即矩 
阵 A 的所有特征值严格位于虚轴的左边（见 3.12 节).因此 || e 2 - A || < 1，且在 M = 0, 

对任何充分小5,长条: || 刈 < 5映为它自己.由连续性对所有充分小的 / i 这同样 
成立. 

现在，我们必须验证在 K 中不等式 (4.2.2), (4.2.4) ， （ 4.2.5) 和 （ 4.2.47) ( 对 q = r ) 
成立. 由于这些是严格的不等式，且我们考虑的是小 / i 和小5的情形，故只需在 
2/ = 0 7 /x = 0 验证这些条件就够了.我们有 

= 0， 

y=0,/x=0 

故定理 4.2 和定理 4.5 的条件立刻得到满足. 

因此，对所有充分小的 / i , 我们建立了唯一吸引的 d 光滑不变曲线 y = h {0 o ^) 
的存 在性. 现在办€ (- oo , + oo ). 由于 (4.3.6) 右端是（反）周期的，得知 2 / = ah {0 o + 
2 tt , M ) 也是这个映射的不变曲线.由唯一性我们得到 

ah (6 o -f 27r, //) = //)• (4.3.8) 

回忆，由构造，点（2/，％)和 ( ay , 00 + 2 tt ) 必须恒同，因为它们在原来 x 坐标系下对应 
于同 一点. 因此，关系式（ 4 .3.8)显示不变曲线2/ = h (0 o ^) 同胚于圆周. 


df 

dy 


||e 2 1 < 1， 


0 ， /x=0 


dg 

d 0 Q 


1， 


o , 綷 


dl 

dOo 
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我们已经求得系统 (4.3.1) 的截面 9 = 0 (mod 2 tt ) 的时间 2 tt 映射的稳定不变 
圆周.从此圆周岀发的轨线的并是二维稳定不变环面.证明完毕. 

注 容易验证我们的证明不用改变就可应用于 (4.3.1) 中的函数仅连 
续依赖于0的 情形. 在这情形不变环面与任何截面0 =常数的交是 C r - 光滑的. 

用同样的方法，可以考虑自治系统 (4.3.2) 具有任意结构稳定周期轨道的一般情 
形，这种周期轨道有 m 个乘子在单位圆内，有 n 个乘子在单位圆外.系统 （4.3.1) 在 
L 附近写为法坐标形式 （4.3.3), 其中矩阵 A 现在有 m 个特征值严格位于虚轴的左 
边， 7 Z 个特征值严格位于虚轴的右边.设= ( W ), 其中 ueR m 是在 A 的稳定特 
征空间上的投影，〃 e 是在 A 的不稳定特征空间上的投影.在 /i = 0系统写为 

u = A s u 4 - o(w ， v )， i) — A u v 4 - o ( u , v) y 

= fio + 0(ti ， u) ， 6=1 ， 

其中的谱严格位于虚轴的左边，的谱严格位于虚轴的右边.时间 2 tt 映射 
{0 = 0} — {0 = 27 r } 在 /i = 0写为 

u = e 2nA，， u + o ( u , v) y 
v = e 2lxKU v - f - o ( u y v ), 

Oq = ojq -0( u , v ). 

对小的 t /和 v ， 容易看到定理 4.4 中的条件对这个映射（我们应该在 （4.2.46) 中 
考虑 a : = w 和^/ = ( v , 6 o )) 以及这个映射的逆映射（这时在 （ 4 . 2 . 46 ) 中应该令 x = v 
和2/ = ( tx ^ o )) 都 成立. 由连续性，对所有小的 / i 这也成立.因此，对所有小的〜存 
在两个不变光滑流形：流形: t / = h u { v ,9 0 , fi ) (它吸引映射的所有向前迭代）和 
排斥流形：(它吸引映射的所有向后迭代）对映射的所有向前迭 
代和向后迭代，都停留在 L 小邻域内的轨线属于不变圆周由构造， 
中任何点的 o ; 极限集和 M ；^ 中任何点的 a - 极限集都属于从截面上的 
映射回到原来的系统我们得到下面的结果. 

定理 4.7 如果自治系统 （4.3.2) 的周期轨道 L 是具有 m 个乘子在单位圆内， 
n 个乘子在单位圆外的鞍点，则对所有充分小的/ X ，系统 (4.3.1) 有 C 7 - 光滑的鞍点 
的二维不变环面，这些不变环面具有 （m + 2) 维稳定和 （n + 2) 维不稳定不变流形. 

定理 4.4 中的不变流形的存在性由 Banach 压缩映射原理得到.因此得知不变 
圆周、连续依赖于 M . 3 在 /i = 0它由方程7/ = 0给出，因此上的微分同胚有形 
式（见 (4.3.6)): 

沒 0 = % + 叫 + /(00, M) mod 2 兀， 

~ 3 当右端关于 M 光滑时，不变曲线也光滑依赖于证明只需指出定理 4.4 的2/坐标系中包含 
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其中 9*(^0^) = fi ), Oo , fJ .) 在 〆 = 0 为零. 

我们看到，结构稳定周期轨线邻域内的非自治扰动的研究化为圆周的微分同胚 
的 研究. 我们在下一节将评论这类微分同胚的理论. 

现在考虑系统族 

(4.3.9) 

其中0 = ( 仏，… ，心） 是 * 维的，对每个 p 是 - 光滑的 2 tt - 周期函数，向量 
= … M 包含线性无关的频率. 

假设在^ = 0自治系统 


x ^= X ( x ) (4.3.10) 

有结构稳定平衡态 O . 在点 O 附近,将截面 e k = 0 mod 2 tt 映为它自身的 Poincare 
映射写为 

x = e 2nA x - f - o ( x ) + • • • ， 

0 j = 0 j -{- uji (mod 2 n ) (j = 1, ••- 1), 

其中旳 = 2? r §. 矩阵 4 是 （4.3.10) 在 O 的线性化矩阵.省略号表示在 /X = 0为零 
的项. k 

应用环域原理我们可以证明，对所有充分小的/ X ，系统 (4.3.9) 有接近于 x = 0 
的 fc 维不变环面 T fc . 显然，环面的稳定性由自治系统 （4.3.10) 平衡态的稳定性确定. 

环面有形式 x = h (0,/ i ) (其中在 /X = 0有 h = 0). 因此环面上的运动由 （4.3.9) 
的第二个方程单独刻画，且表示为具有频率基的拟周期运动. 

现在我们假设系统 （4.3.10) 有以盖 为周期的结构稳定周期轨道 L . 这时，在 

M = 0 系统 (4.3.9) 具有 （fc + 1) 维不变环°面 T ^ 1 = LxT k . 如果频率 Qo , 仏，…， 

组成基，这个环面是极小集.否则，环面叶化为 A : 维环面族. 

类似于定理 4 .6,在环面 Tg + l 附近沿着轨线可以构造将截面心= 0 (mod 2 tt ) 
映为它自身的 Poincare 映射.应用环域原理，可以证明对所有充分小的 / i ， 这个映射 
具有 C - 光滑不变环面 1^. 因此系统 (4.3.9) 具有 （ A ： + 1) 维 C ” - 光滑的不变环面 

qpfc + i . 

在 T : 上这个映射有形式 

+ 9 * (^o » * * • > 沒 fc-i ， aO ， 

6 \ =0i + u ； i ， 


Ok-1 = 0k-i +u ； fc-i ， 


(4.3.11) 
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其中每一个方程按模 2 tt 取，且 a = 2 tt _ (j =0,... , A :-1). 

假设存在另外的小参数 a , 使得 (4.3.11) 中的第一个方程表示为形式 


沒 0 =设 0 + ⑴0 + 9 o (^ o ? M ) + M (沒0,沒 1，…， 沒 fc ， i ， a )， mod 2 n , 
其中在 a = 0 有％ == 0. 由假设在 a = 0, (4.3.12) 是圆周的微分同胚 


(4.3.12) 


沒=0。+ W 。 + 夕 5( 沒， M ) (mod 2 n ). 


(4.3.13) 


我们假设存在区间 M e [/^，心]，其中 （4.3.13) 只有结构稳定的周期点（见 4.4 
节). 于是应用环域原理，对所有充分小 a , 我们也可以证明 (4.3.13) 的每条稳定周期 
轨线对应于微分同胚 （4.3.11) 的稳定 （ A : - 1) 维环面. 

现在我们将 (4.3.9) 写为具有频率基 （ A ，…， J 4) 的非自治拟周期系统 


x = X ( x ) - {- p { x , Vtit , , Q k t , fi ). 

如我们已经看到的，对所有小的仏系统 (4.3.10) 的稳定平衡态在这里对应于具有相 
同频率基的稳定拟周 期解. (4.3.10) 的稳定周期轨道 L 对■应于 R n x 中的稳定拟 
周期“管子”，它同胚 4 于无限的 （fc + 1) 维柱面. 

如果函数 p 表示为 


= po{x, flfci, fi) -h Pi{x y 

其中 Pl 在 a = 0 为零，且对映射 (4.3.13) 我们的假设成立，于是在这个管子上存在 
具有相同频率基（％，•••，【4)的稳定拟周期解.但是一般我们不能排除轨线在管子 
上的结构具有不大平凡的情形. 


4.4 圆周微分同胚的基本理论.同步化问题 

可定向的圆周微分同胚写为形式 

6 = 0 g ( 6 ) (mod 27 t), (4.4.1) 

其中 g (0) 对 0 是以 2 tt 为周期的周期函数.方程 （4.4.1) 可重写为形式 

0 = 0 + t + 分 0 (0) (mod 2 兀)， (4.4.2) 

其中 90(6) 是中值为零的周期函数. 

当 90 (0) = 0时的情况比较简单.在这种情形下 

§ = 0 -\-r (mod 2 兀)， (4.4.3) 

^ 4 也可以 是等射 .等射 是一致 连续的同胚. 



因此微分同胚是一个旋转，旋转角度为 r . 容易看到如果 T 与 27 T 可公度，即 r = 
2 ^ P / Q ^ 则在圆周上的所有点都是以 g 为周期的周期点.当 t 与 2 tt 不可公度时没有 
周期点，圆周上任何点的轨线在 S 1 上处处稠密.后一个情形中圆周是极 小集. 
在一般情形，关于 (4.4.1) 的动力学问题由 Poincare - Denjoy 理论回答. 

我们可以不将 （4.4.1) 考虑为圆周映射而考虑为映射 IR 1 — R 1 ， 这时这个映射称 
为提升， R 1 称为 S 1 的覆迭.设{^}^ 0 是初始点％的正半轨线. Poincare 证明存在 


极限 


lim h-. 

)-^00 27 T 7 


这个极限 w 不依赖于初始点 00 的选择 • a; 值称为 Poincare 旋转数 . 

定理 4 . 8 (Poincare) 如果旋转数 o; 为有理数，则非游荡点集是由周期点组 
成，它们都具有同一周期.如果 u ; 是无理数，则非游荡点集不含周期点. 

我们指出， Poincare 是在 （ 4.4.1) 是同胚时证明这个命题的. 

接下来的问题是考虑当旋转数是无理数时非游荡集的结构. 

定理 4.9 (Poincare) 设 (4.4.1) 是具有无理数旋转数的同胚.则 （4.4.1) 的极 
小集可以是 S 1 ， 也可以是有限个或无穷多个极小集的并，它们的结构类似于 Cantor 
不连续统. 

定理 4.10 (Denjoy) 5 如果 （ 4 .4.1) 是 C r (r 彡 2〉 - 光滑微分同胚且旋转数是 
无理数，则 (4.4.1) 拓扑共轭于映射 


6 + (mod 2 tt ). 


(4.4.4) 


由 Denjoy 定理得知，在这种情形下整个圆周是极小集.当 （4.4.1) 仅是 C 1 -光 
滑时， Denjoy 构造了一个例子,其中非游荡集是结构类似于 Cantor 不连续统的极小 


集.这就是我们为什么早先给出特别注意，必须证明不变曲线至少要有 C 2 
的原因. 

接下来考虑连续依赖于参数 / i 的单参数微分同胚族 

0 = 0 + g(0, ^i) (mod 27r). 


光滑性 


(4.4.5) 


显然对每一个 / i 旋转数有定义. 

定理 4.11 旋转数是参数 / i 的连续函数. 

Poincare 以及后来的 Krylov 和 Bogolyubov 当然知道这个结果，其证明被 Maier 
用明显的形式给出.关于这一点，我们必须指出下面由 Hermann [34] 得到的结 果：如 
果族光滑依赖于且如果对所有 OeS 1 以及对某区间△内的 " 有 

> 0， 

5 Denjoy 在 g^O) 是有界变差的条件下证明这个命题 . 当 € C 2 时这也成立 . 
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则 Lj ( fl ) 是每个 /XG A 的严格单调函数，对这些 M ， 是无理数. 

我们以 B 记形如 (4.4.5) 的所有微分同胚的空间，并引入任何两个这样的同胚 
之间的距离如下.设乃是 


9 = 6 + gi (6 y / j f ) (mod 2 n) y 


以及: r 2 是 


6 = 0^ 分 2( 沒， M ) (rnod 2 n ). 


则 


dist ( T u T 2 ) = m ^ x {\ 9 l (0) ^ g 2 {6)\ + \ g [(0) - g ^ O )]}. 

定理 4.12 (Maier) 周期点是结构稳定的微分同胚在 5 中处处稠密. 


由这个定理得知， B 中具有无理 Poincare 旋转数的微分同胚的任何邻域内包含 
有具有有理旋转数的微分同胚.另一方面，如果微 分同胚 (4.4.1) 具有结构稳定的周 
期轨线，则它在原系统的充分小光滑扰动下得到保持.由此得知，邻近的微分同胚有 
相同的旋转数.因此，在单参数微分同胚族的情形，存在极大区间使得对 
这个区间内的 / i 值，函数 u ;(/ i ) 取有理数常数值. 

在条件 (4.4.6) T de Melo 和 Pugh [46] 以及 Hermann 的结果显示，对 / x - 右边 
和纩左边的/ X 值， o ;(/ i ) 是 / i 的 单调函 数. 

也应该指出，对每一个典型的圆周微分同胚族（这里没有指定确切的意义)，在 
+) 的单调区间内的每一个/ X ，有理旋转数； Vg 的原像是区间其中 
/ i ； / q , 以及无理旋转数的原像是一个点.鉴于这个特性，函数 Lo ( fx ) 的图像通 
常叫“魔鬼楼梯”. 

当 u ;(/ x ) 是单调函数时如图 4.4.1 所示.这个函数在区间上的有理点处取常数. 
0 ；的无理数值的原像可构成具有非零 Lebesgue 测度的无处稠密集. 



图 4.4.1 “魔鬼楼梯”略图. 
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我们早先指出过大多数同步化问题的目的是探测参数空间中存在稳定周期振动 
的区域.我们现在可以看到，一般存在这样的同步化区域的可 数集. 但这并不能得知 
它们都可被观 察到. 如果所考虑的问题允许拟线性模拟，这个事实是大家熟知的.例 
如，在小的周期外力作用下的正弦类 van der Pol 发生器的情形，相应的模型由方程 

x + e { x 2 — 1) 土 + ujqX =■ /iAsin ut 

描述，其中0 < /i < 1. 仔细分析显示只有 (1:1)； (1:2)； (1:3); (2:3) 四类共振容易观 

察到. 利用平均法可以证明其它的同步化区间具有阶大小.可观察共振的比 

率在强非线性系统中可以是不同的.在攻占湍流问题研究的数值实验中已证明了这 
个事实. 

因此，只有有限个明显的同步化区域可被观察到（我们不讨论实验观察到的孔 
隙).那里通常被解释为二维环面的存在性区域，或者与调制和脉动有关的区域.用动 
力系统理论的语言，调制装置可翻译为其上有非周期轨线的稳定环面，或者具有相 
当长周期 6 7 的稳定周期轨线的稳定环面.我们还要注意，环面上具有非周期轨线性态 
的系统一般在参数空间并不形成区域. 

在这里我们碰上了同步化问题的数学解释，它本质上不同于在非线性动力学中 
被广泛应用的 解释. 理由是我们传统定性分析中所用的无理数概念是纯数学抽像. 
概括地说，上面的观察不是仅有的例子，其中基于无理数概念的数学理想化问题并 
不与任何经验意义或者计算机实验下的普通意义相一致7 


6 Bogolubov 和 Mitropolskii 建议这两个情况都作为对多重频率机制的描述 • 

7 在拟周期外力作用下，自治系统的数值研究会出现类似的情况，其中无关频率基的概念起着 
基本作用. 
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许多物理系统可以用 ODE 系统实际地模拟.通常这些模型依赖于有限个控制 
参数.当参数变化时我们不仅可以解释由模型展示的已知性态，还可预知新的现象. 
在大多数情形下，对模型的叙述和真实现象之间的比较，要求两者的定性和定量（有 
充分接近的）对应.在高维情形，尽管对某些特殊情形存在很好的方法，但我们还是 
会遇到数学和数值上的某些困难. 

考虑动力系统族 


土 = (5-0.1) 

其中 X e K'p = (//!,*•• 在某区域 DxU 内有定义，且关于它的所有变量 
是 C 7 -光滑函数，其中 P g R ' g RP . 这里 X 是相变量向量， /i 是参数向量.假 
设 (5.0.1) 在，有指数式稳定平衡态 Oo ( x ^ xo ). 由此得知相应的线性化系统 

i 


的特征方程 


det \ Aq — A /| = 0 

的根位于虚轴的左边，其中 

dX { x 07 ^°) 

^ 0== — ^ — • 

由于 det | A 0 |^0, 由隐函数定理存在小的5 > 0,使得对 |/ i -/ i °| <5,系统 （5.0.1) 有 
接近于 Oo 的平衡态 0 ^(x = 此外，对所有满足 |/i - fi °\<5 0 ^ S 的小仏 
也是稳定的，因为特征方程 


det \ A ( fi ) — \1\ = 0 
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的根是/ X 的连续函数，其中 


A{fi) = dX(x(n)^) 

dx 

任意选择满足条件 I〆 - / i o i <知的重复上面的理由，我们可以找到新邻域^一 
/I <心，其中 (5.0.1) 有稳定的平衡态％ 等等. 因此，我们可以在参数空间中构造 
极大开集 G ， 称它为％的 稳定性 区域. 构造稳定性区域的过程类似于用 Weierstrass 
方法构造解析函数的 Riemann 曲面.稳定性区域可能具有分枝结构. 

稳定性区域 G 的边界 r 对应于这样的情形，其中平衡态的某些特征指数， 
例如， A ! ，…， A m 位于虚轴上，其余特征值 A m+1 , • , A n 仍停留在开的左半平面.因 
此，对在边界 r 上某个固定的参数值，分支平衡态附近的系统取形式 


y = A y + f(^,y), 

士 = Bx + g ( x ， y ), 


(5.0.2) 


其中 : r 6 R m ， 2 / € R n_m ， 谱 yl = { A m + i ， … , A n } 满足 Re \j <0 Q ' = m -f 1, ••- , n ), 
谱 B = { Ai ,... , A m } 满足 Re \ = 0 (i = 1,，..， m ), 以及 / 和夕是 C r -光滑函数， 
它们和它们的一阶导数在原点为零. 

现在为了描述在附近轨线如何变化，我们不能只依赖于线性化系统的分析， 
还必须考虑非线性系统.这种情形被 Lyapunov 称 为临界 情形，他推导了临界情形平 
衡态的几个稳定性条件. 

研究临界情形的近代方法不仅限于稳定性问题.也包括寻找平衡态失去稳定性 
的原因以及离开稳定性边界 r 会发生什么.为了回答这些问题，考虑的系统必须依 
赖于某个参数 / i : 


☆ = Ay + f[x ， y“i )， 
x = Bx + g ( x ， y ，“), 


(5.0.3) 


其中 M 取某临界参数值 〆 附近的值（下面我们将假设 〆 = 0). 所有上面的问题组 
成 局部分支理论 的主要内容.这个理论的基本结果是由 Pliss [52] 和 Kelley [37] 创立 

的中心流形定理. 


定理 5.1 (关于中心流形） 设 (5.0.3) 中的 f ， gGC r ， 其中1彡 r < oo . 则存在 
平衡态 O 的邻域{/，使得对所有充分小的 / i ， V 内含有 C 7 -光滑 1 不变中心流形 

W c : 


y = / i ), ( o .0.4) 


1 我们注意,如果 /，p € c - 则在平衡态 O 的充分小邻域 C / 内的中心流形的光滑性可以 
任意大.但是如果要求具有更高的光滑性则邻域1/就会更小，原则上，原来族即使具有无穷 
次光滑，中心流形也可以不存在. 


其中 
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律，0) = 0,尝(0, 0) = 0. 

对所有时间都位于中的所有轨线属于这个流形. 

中心流形的存在性允许将与临界情形有关的问题化为对 m 维系统 

x = Dx -\- g { x , (5.0.5) 

的研究.它的维数等于在临界情形时特征指数在虚轴上的个数，而不管原来系统的 
维数 (dim = n ), 它可以无限地大.由于标准的理论主要是研究对应于 m = 1，2,3或 
m = 4 的分支，将仟意高维系统 （5.0.5) 化为低维系统 (5.1.3) 有着很大的好处. 

我们再次强调，中心不变流形只具有有限次光滑性，因此即使原来的系统是解 
析系统，相应的简化系统也可能会失去解析结构.从而,关于解析低维系统的精细结 
果不能直接应用于研究临界 情形. 中心流形的非唯一性也必须作为可能的复杂因素 
而被注意. 

中心流形理论的逻辑体系在 5.1 节中讨论（证明在 5.4 节中叙述).我们的研究 
也包含其它的几何对象——强稳定不变叶层.它的存在性允许将系统（用1变 
量变换）局部地化为最简单以及最适当的三角形式 


y =(火+厂(工，2/，"))仏 
x = Bx 4 - G ( x ，/ x )， 


(5.0.6) 


其中 G { x , / i ) = g { x , ^), / i ), F G C r ~\ F {0, 0,0) = 0. 这意味着“临界”变量 x 在 
结构不稳定平衡点的小邻域内的性态与其它变量无关，但在中心流形上重复其性态. 
V 变量为指数压缩（由于4的谱严格位于虚轴的左边.比较 2.6 节). 

在一般情形下，即我们考虑的平衡态有某些特征指数位于虚轴的右边，这时类 
似的中心流形定理也成立.因此在这种情形，局部分支的定性研究也可以化为低维 
系统.但是要注意，在一般情形下把整个系统光滑化为三角形式 (5.0.6) 并不总是可 
能的（如果对应的坐标变换仅为 C G ). 

用同样方法可研究在周期轨线存在性边界上解的性态，但有一个重要的限制.对 
周期轨线，与平衡态的情形不同，稳定性边界或存在性边界可能是不同类型的边界, 
即： 


1. 当参数在边界上时存在分支周期轨线. 

2. 在边界上不存在分支周期轨线. 

第二类边界在平衡态情形不存在，但是大家知道，当接近分支边界时周期轨线可 
以消失：它妍缩为平衡态，或者合并成为同宿回路，或者通过更复杂的结构——经 
历“蓝天突变”.我们在本书的第一卷不讨论第二类边界. 
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一旦我们限于第一类情形，可以通过临界周期轨线构造一个截面（由假设它现 
在存在)，并着手对接近于分支不动点的相应 Poincare 映射的轨线性态进行研究.然 
后如同平衡态的情形可应用中心流形定理. ' 

我们在这一章叙述的中心流形定理的证明，如同在 2.8 节中对鞍点平衡态的稳 
定和不稳定流形的存在性和光滑性的证明，是基于某些边值问题的研究 （5.2 节和 5.3 
节).我们将发展一个对平衡态和周期轨线的统一方法.此外，我们的证明也将包括 
整个这本书中所有的其它局部不变流形定理以及不变叶层定理. 

注意，除了不变流形定理的动力学应用，也可间接地应用这些结果，例如将鞍点 
附近的系统化为特殊形式 • 为此我们必须选择鞍点的强稳定和不稳定流形.这些内 
容将在附录 A 中详细讨论. 


5.1 简化到中心流形 


在结构不稳定平衡态 O 的小邻域内考虑 n 维微分方程系统.特别地，我们考虑 
O 的某些特征指数位于虚轴上，其余的特征指数有负实部的 情形： 


Re Ai = = Re A m = 0, Re A m+1 < 0, • • • ， Rc A n < 0. 

系统在 o 附近可以写为形式 


y = + f{x,y), 

x = Bx^g(x,y) y 


(5.1.1) 


其中 x € R' y e K n - m , 谱 A = ,A n } 7 谱 B = {Ai,... ,A m }, / 和夕是 

-光滑函数且连同它们的一阶导数在原点都为零. 

我们考虑包括这一系统的依赖于某个参数集 = (/ ii ,- - ^ P ) 的系统族 


V = Ay + 

x = Bx g(x,y,fi). 


(5.1.2) 


定理 5.2 对每个小的 / i , 系统 （5.1.2) 有 m 维 CT - 光滑的局部不变中心流形 
^ loc : y =分 ( a ") (其中函数必以及它关于 x 的所有导数连续依赖于/ X ),当== 0 
时它在 o 处切于 X - 空间（利0,0) = 0,1^(0, 0) = 0). 系统中/和0以及它们关于 
(^ y ) 的所有导数连续依赖于 / i ， 且 /(0,0广0) = 0,抑，0, 0) = 0, (/， ^(^(0,0,0) = 0. 
对每一个 / i , 中心流形包含对所有时间都位于 o 的小邻域内的所有轨 


这个定理的证明在 5.4 节给出.注意，系统 （5.1.2) 的右 端光滑 依赖于 /2 时，中心 
流形也光滑依赖于 / i . 特别地，如果函数/和9关于为 C ' 则函数0 (它的 
图 y = 训 ： r ， M ) 是 W ^ c ) 关于 ( x ? / i ) 可取为 C ' 如果我们形式地加方程 
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到系统（5.1. 2 )中，则这个光滑性结果可从定理 5.2 得知.如果现在我们将偶 ( x , M ) 
视为新变量 z , 则这个扩展系统的形式类似于没有参数的系统 (5.1.1). 这意味着我 
们可以应用的中心流形定理，现在给出的中心流形是 C r - 光滑依赖于新变量: r ， 即 
关于 （ x ， M ) 是 C ' 这个技巧通常允许我们排除系统关于^的任何依赖性.因此，我 
们将略去对/ I 的依赖性，这不是本质的. 

还应该注意考虑的光滑性，就是，即使系统是 C°°, 中心流形也未必是 C°°. 
当然，如果原系统是，则它是 C 的， r 为任意有限数.因此,在这种情形下我们 
可以对任何给定的 r, 应用中心流形定理 得到： 

如果原系统是 C °°, 则对任何有限数 r ， 存在原点邻域 ， 其中 灰仏 是 C ' 

但是，原则上，当 r — + oc 时这些邻域可以收缩到零.为看到这一点，我们注 
意，当参数 / i 变化时平衡态 O 可保持，但0的在 /i = 0时位于虚轴上的特征指数在 
时可能离开虚轴，比如说移向虚轴左边.这些指数可能对应于相应线性化系统 
的主特征值.因此，对非零 / X ， 中心流形可与某主流形重合，而这个主流形一般只有 
有限光滑性（见第2章). 

在// = 0,可给出下面 - 光滑性的充分条件. 

如果 e -- 光滑系统的中心流形上的每一条轨线在// ：= 0当£ — + OC 或 

亡 —- oc 时趋于平衡态 O ，则中心流形具有 - 光 滑性. 

为证明这个结果，选择点 P € 而令 V 是的包含 P 的小片.由命题， 
对任给 r , 我们可以取 V 充分小，使得沿着系统的轨线 V 的时间 t >移位％对某有 
限 t 位于 C / r 内.由于中心流形是不变的，得知％仍是中心流形的子集.因此，是 
C ” - 光滑的，因为由邻域的定义，它位于 C 4 •内.现在注意原来的 K 是 K 的时 
间（- 1) 移位.通过 - 系统轨线的移位是 - 映射.因此， V 是 C - 曲面.综 
上所述，我们得到，对任何点 P e W ^ c 和任何有限数 r ， 存在 P 的邻域，其中 W^ c 
是 C 7 的，这意味着的 coc — 光滑性. 

如我们早先指出的，中心流形定理的主要应用是研究结构不稳定平衡点 O 的局 
部分支（即研究对所有时间都停留在 O 的小邻域内的轨线集，以及这个集合关于 M 
的依赖性）时可以把系统限制在中心流形 上： 

x = Bx -f g{x, ip{x)). (5.1.3) 

这里有点不明确， 因为中心流形不由系统唯一确定. 因此 我们将系统化 到中心 
流形上的概念要求作某些逻辑分析. 

设 N 是对所有时间（从 - OC 到 + oo ) 都停留在 O 的小邻域内的所有轨线的集 
合. 2 假设存在两个不同的中心流形 : y =如⑷和 W^ 2 C : y = 棒 ) • 由中心流 

~ 2不像稳定苹衡^的 1^" 形^ 里" = { O }, 零特征指数或者纯虚特征指数的出现可使得集 iv 的 
结构非常不平凡. 
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形定理得知，这两个流形必须包含集合 iV ， 即 


换句话说，如果对某个小 rr ， 点 （ X, 叭 (x)) 的轨线对所有时间都不离开 O 的小邻域， 
则 分 2( x ) = ^ i ( x ), 即函数0对所有对应于 AT 中点的 z 是唯一确定的.事实上，下面 
更一般的论述成立. 


足理 5.3 如果对任何两个中心流形 y = ^ x ( x ) 和 y = xl ) 2 { x ), : 

对某 yo 有 ( x 0 ， yo ) 6 则函数咖和连同它们的所有导数重合: 

% m 


d^Pi 

dx k 


dx k 


A : = 0 


应用这个定理到点 O (由定义它属于 iV )， 我们得到下面的 结果: 

确定中心流形图像的函数0的所有导数在原点是唯一确定的. 


这意味着虽然中心流形不是唯一的，但简化系统的 Taylor 展开是唯一确定的. 
与此结果相配合的是下面的光滑共轭定理. 

定理 5.4 (关于光滑共轭）对任何两个局部中心流形和存在变量 
a ; 的 C *- 1 - 变换，它将简化系统 


x = Bx + g{x y tpi (x)) 

的轨线映为另一个简化系统 


x = Bx -f g{x, 如 (x)) 


的轨线. 

这个定理确立了同一个系统在不同中心流形上的动力学之间不存在本质的区别. 
我们看到在中心流形上的系统是得到充分定义的对象.这个简化系统的 Taylor 展开 
可用不同方法计算.按照 (5.1.1) ，流形 y = ^( x ) 的不变性意味着 

盖 (Bx + g(xXx))) = AtP(x) -f f(x y ^(x)). (5丄4) 

将其中的函数展开成 x 的形式幂级数，就可从这个方程（比较 2.7 节）求得矽的 
Taylor 展开的所有系数.于是简化系统 （5.1.3) 的右端的 Taylor 展开可以计算 • 

另一个方法基于形式规范形的计算.回忆（见 2.9 节）计算规范形的步骤所给出 
的算法，是构造多项式坐标变换以消去任一 ODE 系统右端在平衡点附近的 Taylor 
展开中直到所给次数的所有非共振单项式.在我们的情形（系统（5.1.1))，函数/中 
的任何单项式是非共振的，因为共振关系\ + ••• + A : m A m 对 
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j > m 是不可能成 立的： 由假设 Re Ai =…= R e = 0,但是 Re A , < 0 . 类似地, 

函数 g 中的任何单项式是非共振的，如果它包含 y 变量.因此我们可以找到多项式 
坐标变换将系统 （5.1.1) 化为形式 


y=(A^ F(x y y))y -h o(\\x, y|| r ), 
i = Sx-f G ( x ) + o (|| x , i /|| r ), 


(5.1.5) 


其中 F 和 G 是次数分别为 （ r •- 1) 和 r 的某多项式，且 F (0,0) = 0, G (0) = 0, G\0 )= 
0 •项 o{\\x,y\\ r ) 以及直到 r 阶的导数在原点为零.当系统化为形式 （5.1.5) 时，从 
(5.1.4) 我们可以得到，中心流形由 


y = 0 + 0(11x11^) 


给出，因此 

x == Bx 4- G[x) 

是系统在上的 r 阶近似. 

事实上，我们观察的规范形包含在下面的约化定理之中. 

定理 5 . 5 (约化定理）存在 C — 1 - 光滑坐标变换（在原点附近 C 1 - 接近于恒 
同)，它将系统 （5.1.1) 化为形式 3 


V = (A + F ( x , i /)) y ? 

x = Bx -f- G(x), 


(5.1.6) 


其中 FeC r ~\GeC r , 


F (0,0) = 0, G (0,0) = 0， GXO ) = 0. 


这里曲面 {2 / = 0} 是不变中心流形，因此，如同第2章我们有 W ^ c 的直化.当 
然，中心流形的直化是 O ' - 变换.事实上，由于失去了一阶光滑性，定理得到了更多 
的东西： x 变量的局部发展现在完全与？/无关.注意，虽然坐标变换是 C 7- 1 - 光滑， 
但函数 G 是 C - 光滑: 它刚好与原系统在 C ” - 光滑中心流形上的限制 （5.1.3) 的 
非线性部分重合.因此，对系统 （5.1.6) 的任何轨线，变量: r 如同在中心流形上的变 
量，存在当 t — + oo 时到 y = 0的指数式压缩.最后的这个说明可以用第2章我们 


证明平衡态的渐近指数稳定性的相同方法来确切地验证：由于函数 F 在 O 附近很 
小，以及由于矩阵 A 的所有特征值都严格位于虚轴的左边，从 （5.1.6) 的第一个方程 
可看到，在 O 的小邻域内 


d \\ y \\ 

dt 


^ 一 入112/11， 


3 注意 ( 5 . 1 . 5 ) 与这个公式的区别是，函数 P 和 G 在这里不再是多项式. 
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由此得知 y 以指数式压缩到 y = 0. 

我们将在 5.4 节给出这个约化定理的 证明. 注意，关于光滑共辄性的定理 5.4 可 
由定理 5.5 直接得到，即如果系统 (5.1.6) 有异于{^ / = 0} 的中心流形，简化系统仍 
由 （ 5.1.6) 的第二个相同的方程 给出. 即当系统是三角形式 （ 5.1.6) 时，在任意两个中 
心流形上的限制平凡地共轭.由于将系统变为这个特殊形式的坐标变换是 ( CT - 1 的， 
当系统不是化为这个形式时我们有 e - 1 - 共轭. 

我们来对定理 5 . 5 给出几何解释.显然，当系统是三角形式 （ 5.1.6) 时,对任何 t ， 
任何曲面 { a : =常数 } 的时间 t - 移位仍位于同类曲面内（除非轨线离开 O 的小邻 
域). 这意味着由常数 x 曲面所叶化的 O 的小邻域关于系统 （ 5.1.6) 是不变的.将系 
统 （ 5.1.6) 变为原始形式 （ 5.1.1) 的坐标变换将曲面 {a: =常数 } 变为下面类型的曲面 

z = € + (5.1.7) 

其中 C 是该曲面与中心流形交的 z - 坐标， C - 1 _函数//及其一阶导数在原点为零 
(注意，在的每处7/三 0). 

由于将曲面 {a ： =常数 } 变为由 （ 5.1.7) 给出的曲面的变换是微分同胚，得知方 
程 （ 5.1.7) 对应于固定纟的曲面定义了原点小邻域的叶层.故对每一点 ( x , y ) 存在唯 
一 使得对应于给定 C 的曲面通过点 ( x , y ). 这样的曲面称为叶层的叶片 •. 对 O 的 
小邻域中的每一点存在一个且仅有一个包含该点的叶片.由于叶片是由在上 
的点参数化，中心流形是这个叶层的基.由于叶层 {a: =常数 } 关于系统 （ 5.1.6) 不变， 
它的像（即由 （ 5.1.7) 给出的叶层）是系统 (5.1.1) 的不变 叶层： 对任何 t ， 任何叶片的 
时间 t - 移位位于同一个叶层的单个叶片上，除非轨线离开 O 的小邻域.中心流形 
直化以后，简化到三角形式 (5.1.6) 恰由变换; r ^ ^ (x, y ) ( (5.1.7) 的逆）来完 成：变 
量: r 由沿着不变叶层的叶片到中心流形的投影的 z - 坐标代替.叶层的不变性简单 
地意味着新坐标 : r =《的发展与 y 无关.因此,我们看到定理 5.5 基本上建立了形如 
(5.1.7) 的叶层的存在性，它与中心流形横截相交且关于系统 （ 5.1.1) 不变.我们称它 
为强稳定叶层并记为我们将证明，对所有正时间其轨线都停留在 O 的小邻域 
内的所有点叶层是唯一确定的.即 


对任何点 P 其轨线对所有正时间位于 O 的小邻域内，以及对任何两个强稳定 

不变叶层 JTf 和通过 P 的叶片与7对应的叶片重合. 

由于定义叶层的函数77是 C — 1 的，从而叶层的叶片到中心流形上的投影是 
e *- 1 -映射.此外，任何与叶片横截相交的曲面，到另外一个横截曲面上的投影是 
c - 1 - 微分同胚.换句话说， p 是 c ^ 1 - 光滑叶层. 

注意，对任何固定的6函数77事实上关于 y 是 C - 光滑函数（证明将在 5.4 
节给出).换句话说，叶层的每一个叶片是 IT - 光滑曲面.特殊值€ = 0对应于通过 
点 O 的叶片.由于 O 是平衡态，它对时间不移位，因此点 ◦ 的叶片对任何 t 的时间 
t _ 移位映为它自身.由此得知， C * - 光滑曲面 a : = V ( y ; 0) 是系统 （5.1.1) 的不变流 


5.1 简化到中心流形 
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形. 这个流形在 o 切于 j /轴， 它是唯一的， 称为强稳定不 变流形 

当系统连续依赖于参数 / i 时，叶层也连续依赖于 M ( 即 （5.1.7) 中的函数 n 
关于 M 将证明是连续的).如果光滑依赖〜则函数 r ? 关于 （ y ; e ，/ x ) 是 C - 1 的.因 
此,的叶片 C - 1 光滑依赖于特别地，当 / i 从零开始变化时，可能存在光滑依 
赖于 M 的平衡态 O m . 在这种情形下，通过的叶层的叶片是唯一确定的.它 
是不变流形，且如果点的位置是 / i 的 C fc 函数，其中0 < fc < r - 1，则强稳定流 
形0 - 光滑依赖于 M . 我们注意，一般地，当 A ； = r 时这个论断不再成立. 

现在，我们考虑平衡态有特征指数在虚轴右边的更一般情形.这里系统在 O 附 
近取形式 

y = 乂 2 / + /(工， 2 /，之)， 

z = Cz- {- h(x,y,z), (5.1.8) 

x — Bx -f g(x, y,z), 

其中 x e R '2/ e j 矩阵 A 的特征值位于虚轴的左边，矩阵 B 的特 

征值是零或者纯虚数，以及矩阵 C 的特征值位于虚轴的右边 . C r - 函数 /，/ i 和 p 以 
及它们的一阶导数在原点为零.系统的右端可连续依赖于某些参数 /i (此时下面考 
虑的光滑流形连续依赖于 M )， 或者光滑依赖于 / x . 在后一情形，“中心”变量 rr 中将 
包括 / x , 于是下面考虑的流形和叶层关于 / i 有如同关于 x 的相同的光滑性. 

中心流形理论在这里以下面定理为基础. 

定理 5. 6 (关于稳定中心流形） 在 O 的小邻域内存在 - 类 （ m + fc ) 维稳定 
不变中心流形 W^ c : z = 寸 sC { x ， y )， 它包含 O 且在 O 与子空间 {z = 0} 相切.流形 
Wf 0 c c 包含对所有正时间都停留在 O 的小邻域内的所有轨线.虽然稳定中心流形不 
是唯一确定的，但对任何两个流形 H ^ c 和 Wf , 函数辦 c 和利 c 在 O (和在每一 
点其轨线对所有时间 t > 0都停留在 O 的小邻域内）有相同的 Taylor 展开. 

这个定理的证明将在 5.4 节给出.注意，如果系统是 - 光滑的，中心流形一 
般也只有有限次光滑，即对任何有限数 r ， 存在 O 的邻域％,其中 W aC 是 C ” -光 
滑的.如同上面的理由我们得到 


如果系统是 C °° - 光滑，且 W , f c 中的每一条轨线当 t — + cx ) 时都趋于 O , 则 
W{ Q C C 是 C °° - 光滑. 

时间反向 t — - 1 将矩阵和 C 分别变为 - 冼- S 和 - C 7. 于是，对应之 
-变量的特征指数的那部分谱现在位于虚轴的左边，对应 y - 变量的特征指数的那 
部分谱现在位于虚轴的右边.我们通过改变时间方向将稳定中心流形定理应用到由 
(5.1.8) 得出的系统而得到下面的不稳定中心流形 定理： 

定理 5.7 (关于不稳定中心流形）在 O 的小邻域内存在 （n - A ) 维 (CT _光滑 
不变流形: y = rP uC ( x ， z ), 它包含 O 且在 O 与子空间= 0} 相切.这个不稳 


• 212 • 


第 5 章中心 流形. 局部情形 


定中心流形包含对所有负时间都停留在 o 的小邻域内的所有轨线.对任何两个流形 
和，函数矽产和对 c 在 0 (和在每 7 点其轨线对所有时间 K 0都停留 
在 O 的小邻域内）有相同的 Taylor 展开. 在系统是 C 00 - 光滑的情形，不稳定中心 

流形一般仅有有限次光滑性，但是如果当《 —- oo 时的每一条轨线都趋于 O , 
则是 - 光滑. ’ 

稳定中心流形和不稳定中心流形的交是由形如 ( y , 2 ) = ^( x ) 的方程定义的 c r 
-光滑的 m 维不变中心流形坏怎 c = Wf Q c c n . 由构造，中心流形包含对所有时 

间 W (- oo ，+ oo ) 都停留在 O 的小邻域内的所宥轨线的集合见此外，函数 t /； c 以 
及它的所有导数在 TV 的所有点都唯一确定.特别地，在 O 的 Taylor 展开由系统 
唯一确定. 

系统 (5.1.8) 在稳定中心流形上的限制取形式 


y = Ayf ( x y y , 4 sC ( x ， y ))， 
x = Bx -\- g ( x , y , ^ aC { x y y )), 

它类似于 (5.1.1). 因此定理 5.5 可利用，即： 


(5.1.9) 


在 w x f c 上存在具有与横截相交的 e - 光滑叶片的 - 光滑不变叶 
层对其轨线当 t — -foe 时趋于 O 的每一点，对应的叶片由系统唯一确定. 

在不稳定中心流形上，由改变时间方向系统化为类似于 （5.1.1) 的形式.这给出 
在上强不稳定不变叶层的存 在性： 

在上存在具有与坏^横截相交的 C 7 - 光滑叶片的 C - 1 -光滑不变叶 
层对其轨线当《 —- oc 时趋于 O 每一点，对应的的叶片由系统唯一确 
定. 


我们注意，这些叶层不能不失去光滑性而分别延拓到稳定和不稳定中心流形之 
外. 一 般地，与稳定或者不稳定中心流形横截相交的 O 的小邻域的不变叶层是不光 
滑的（仅为 c () 类，见 Shoshitashvilly [70]). 这意味着由对应的不变叶层的叶片从一 
个稳定中心流形到另一个稳定中心流形，或者从一个不稳定中心流形到另一个不稳 
定中心流形的投影可以是不光滑的映射.因此，同一个系统在不同的稳定中心流形 
(或者在不同的不稳定中心流形）上的限制之间不存在光滑共轭（仅为 C G ). 

尽管如此，对中心流形，关于光滑共轭的定理 5.4 对一般情形仍成立（其中存在 
特征指数在虚轴的两边).为证明这一点，注意如果存在两个不同的中心流形 VVf 和 
，则由构造存在两对稳定和不稳定中心 流形： 

Wf = W^ c fl 和 = Wf f ) W ^ c . 

交 VVf = Wf H W ^ c 也是中心流形（由定义).在 Wf 上的系统与上的系 
统之间通过沿着 wf 的强稳定叶层的叶片的投影是 e - 1 - 共轭，反之，在 Wf 上 



的系统与 Wf 上的系统之间通过沿着 w ^ c 的强不稳定叶层的叶片的投影是 C 7 '- 1 
-共轭.这两个投影的叠加（由到 W 0 C ， 再到 Wf ) 给出的 e- 1 - 变换将系统在 
wf 上的轨线映为系统在上的轨线（这是因为我们作投影所沿着的叶层是不变 
的).即在 wf 和 wf 上系统之间有 C— 1 - 共辄. 

因此,在这种情形下，当研究局部分支时，我们也可以将系统限制在中心流形上. 
此外，在同一个系统的不同的中心流形上的动力学之间没有显著的差别. 

稳定中心流形和不稳定中心流形的直化，以及在这些流形上强稳定和强不稳定 
不变叶层的直化导致下面类似于定理 5.5 的结果. 

定理 5 .8用 C 〜 1 -光滑变换，系统 (5.1.8) 可局部简化为形式 

y = (A 4 - F ( x , y , z )) y , 

z = (C -h H ( x y y y z )) z , (5,1.10) 

士 = Bx - hGo ( x ) + Gi ( x , y , z)y 4- G 2 ( x , y , z ) z , 

其中 G ◦是 C 「- 光滑函数，它与它的一阶导数在 x = 0 为零， F 和孖是 C— 1 - 函 
数，在原点它们为零，化 2 e C "- 1 , 且 Gi 在 z = 0恒等于零， G 2 在2/ = 0恒等于零. 

这里，局部不稳定中心流形由0/ = 0} 给出，局部稳定中心流形由& = 0} 给出， 
以及局部中心流形由 {y = 0 ,z = 0} 给出.强稳定叶层是由曲面 {x ==常数 ， z = 0} 
组成，以及强不稳定叶层的叶片是忙=常数，2/ = 0}. 

类似的理论可应用到对结构不稳定周期轨线的研究.周期轨线小邻域内的动力 
学研究化为小截面上的 Poincare 映射的研究，轨线与截面的交点 <9是 PoincarS 映 
射的不动点. 

设系统是 （n + 1) 维的，故截面是 n 维的.设周期轨线的 m 个乘子位于单位圆 
上， A : 个乘子严格位于单位圆内，以及其它 ( n - m - k ) 个乘子按绝对值严格大于 1. 
在不动点 O 附近的 Poincare 映射写为下面的形式： 

V = Ay ^ f ( x , y , z) y 

z — Cz -\- h { x , y ^ z )^ (5.1.11) 

x = Bx ^ g ( x , y , z ), 

其中 xeR m , 2/ eR fc , ze R n _ m - fc ， 矩阵 4 的特征值位于单位圆内，矩阵 B 的特征 
值按绝对值等于1 ,以及矩阵 C 的特征值位于单位圆外. /，/ i 和0是 CT •-光滑函数, 
它们以及它们的一阶导数在原点等于零.假设这个映射的右端（及它们的导数）可连 
续依赖于某些参数 A 对此，下面讨论的流形和叶层以及所有导数将连续依赖于 a 
如果映射光滑依赖于则我们可形式地考虑参数为 x - 变量而将方程 m 加到 
系统 （5.1.11) 中去.此时不变流形和叶层关于 m 有如同关于 z 的相同的光滑性. 
中心流形定理可叙述如下. 
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定理 5 . 9 (关于中心 流形. 一般情形） 在 O 的小邻域内存在 （m + fc ) 维 C r - 
光滑不变稳定中心流形: a ： = 々 sC ( x ， y ) 和 （ n - A ：) 维不稳定中心流形: y = 
^ uC ( x ^ y ) j 它们包含 O 并在 O 分别与子空间 { z = 0} 和 {2/ = 0} 相切. 流形 
包含集合 7 V +， 其中所有的点在映射 (5.1.11) 的向前迭代下位于 O 的小邻域内，^ 
及包含集合 TV -， 其中所有点的向后迭代永不离开 O 的小邻域.和 
的交是 m 维 C r - 光滑不变中心流形沙仏： ( t /, z ) = 0 c ( x )， 它在 O 与 a :- 空间相 
切，且包含集合 tv = w + nw , 此集合由所有其迭代（向前和向后）永不离开 O 的 
小邻域的点组成.函数 c 和 f 在原点（以及分别在 N ' N + 和 N 的每一 
点）的 Taylor 展开由系统唯一确定.在流形和上分別存在强稳定和强不 
稳定 C ^ 1 - 光滑不变叶层尸*和它们分别具有 fc 维和 （n - m - fc ) 维的 C " 
一 光滑与 W ^ c 横截相交的叶片_ 的叶片在集合 AT + 的每一点唯一确定，的 

叶片在集合 AT - 的每一点唯一确定.由沿着强稳定和强不稳定不变叶层的叶片的投 
影，同一个映射在不同的中心流形上的限制是 C 〜 1 -共辄. 

证明在 5 . 4 节给出.我们再次注意，即使系统在所考虑的情况下是 cx - 光滑的， 
不变流形一般只有有限次光滑性.不过， 

如果系统是 - 光滑，且如果 W { f c 的每一条轨线的向前迭代都趋于 O , 则 

e C -. 

如果的任一轨线的向后迭代都趋于 O , 则 C °°. 以及 

如果中的每条轨线的向前或向后迭代都趋于 O , 则 W x c QC € C -. 

不变流形和不变叶层的直化给出的结果完全类似于定理 5.8 ，即： 

定理 5.10 利用 C— 1 - 光滑变换，系统 （5.1.11) 可局部简化为形式 

y ^{ A ^ F { x , y , z )) y , 

z = (C 4- H ( x , y , z )) z J (5.1.12) 

x - Bx - j - G 0 ( x ) 4- Gi ( x , y , z)y + G 2 { x , y , z ) z , 

其中 G ◦是 C 7 - 函数，它和它的一阶导数在 x = 0 为零， F 和 H 是 O'- 1 - 函数且 
在原点为零 .Gy € C — 1 ， 以及 Gi 在 z = 0恒等于零， G 2 在?/ = 0恒等于零. 

这里，局部不稳定中心流 形由切 = 0} 给出，局部稳定中心流形是由 p = 0} 给 
出，以及局部中心流形由 {y = 0,2 = 0} 给出.强稳定叶层由曲面 { a : =常数 ， z = 0} 
组成，强不稳定叶层的叶片是忖=常数 ， y = 0}. 

在没有乘子位于单位圆外的特殊情形，我们可以永远令 2 = 0,系统 （5.1.12) 变 


成 


V = + F ( x , I /))?/, 

x — Bx G ( x) y 


(5.1.13) 


5.2 边值问题 
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其中 F e c - 1 在原点为零， Gec r 及它的一阶导数在 x = o 为零. 

5.2 边值问题 


在这一节我们开始证明中心流形定理.所用的方法基于我们已经在第2章考虑 
过的边值问题的推广（见 Shashkov 和 Tura^v [52]). 由于这些结果被用来证明中心 
流形理论以外的各种不变流形定理，所以我们将尝试使得这个方法足够一般. 

考虑微分方程系统 


z = Az -¥ f ( z , v , fi ， t ), 

V = Bv + g ( z ， v ，/ i ， t )， 


(5.2.1) 


其中 z € R'r € R ' i 是时间变董，以及 / i 是参数向量.假设/和 g 关于 ( z , v)M 
C r -光滑 （r > 1), 且它们和它们所有的导数连续依赖于 (/ x , t ) (一种令人感兴趣的 
特殊情形是/和 g 关于它们的所有变量 为 光滑).关于矩 阵/和 B ， 
假设下面的条件成立 


谱 乂 = { ai ， … ， Ckn }， 谱 = {/?1，…，/? m }, 


max Re < a < 0 < min Re /?)•， 

t—1, ••- ,n ,m 


(5.2.2) 


即在复平面上存在一个长条（长条 a < Re (-) < (3) 将谱 A 和谱 B 分开.由 (5.2.2) 
得知在适当的 ( Jordan ) 基下，下面的估计成 立：对 s > 0( 见引理 2.1) 


||e1 ⑽， 

|| e ' Bfl || ^ e 一々. 


(5.2.3) 


我们也要求对某个充分小的常数 f 有 


d ( f ， g ) 

d ( z ， v ) 


(5.2.4) 


的确切值可以从下面的定理证明中得到).我们也将假设 f 和 g 的所有导数对所 
有的 2 和〃 一致有界.最后这个条件意味着非线性部分本质上不影响由系统线性部 


分的特殊结构（谱分离）所诱导的性态.为了强调这个性质我们将称满足 (5.2.1)- 
(5.2.4) 的系统是大范围二分的. 


这样的系统自然地岀现在平衡态和周期轨线的研 究中. 例如，如果平衡态的特 


征指数的谱是分离的,其中 n 个特征指数位于复平面的直线 Rc (.) 


的左边,其它 


m 个特征指数位于直线 Re (.) = /?的右边，则在这个平衡态附近系统可以局部地表 


示为形式 


i = Az + /(z ， u ， /i )， 

v = Bv + 


(5.2.5) 
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其中2：属于中原点的小邻域，变量 v 属于 R m 中原点的小邻域，以及 / i 是某个 
参数向量.这里矩阵 A 和 B 满足（5.2.2)，函数/和 g 满足下面条件 


/(0,0,0) = 0, 池 0,0) = 0, 


9( f , 9) 

9 (W) (,,^)=o 



(5.2.6) 


当然，由 (5.2.6) 的最后一个等式得知，对任意小的 （，在 O 的充分小邻域内 （5.2.4) 
满足 • 

系统 （ 5. 2 .1) 和 （ 5 . 2 . 5 ) 的区别是,后者的非线性部分仅在原点 附近保 持很小 ，而 
对 (5.2.1) 其线性部分在整个上都满足.一个非常有用的技巧如下，它将允许 
我们把局部系统 （ 5.2.5) 转化为大范围形式 （ 5.2.1). 考虑新系统 


z = Az^- f(z,v,n), 
v = Bv 

其中 C ”- 光滑函数/，豆为 

〆 (¥))， 

这里 p 是小的正数，且假设函数 X ( u ) € C °° 有下面的性质 

{ 1，对 w < 士 dx 

2 ，以及0 ■彡一 3, 1彡义彡0 
0，对 0 1 du 


(5.2.7) 


(5.2.8) 


(5.2.9) 


(这样的函数的存在性是熟知的事实). 

由 (5.2.6), (5.2.8) 和 (5.2.9) 得知，函数/和豆对所有的 （ w) e R n+m 和小的 
M 满足不等式 (5.2.4). 此外，常数 （ 可以任意小，只要 p 充分小.因此，系统 （ 5.2.7) 
是大范围二分的，且在||(^1；)|| ^ ^与系统 (5.2.5) 重合.于是，系统 （ 5 . 2 . 7 ) 的轨线 

与 （ 5.2.5) 的轨线直到它们停留在原点的 I 邻域内都重合. 

在周期轨线 L 附近，微分方程系统取形式（见第 3 章） 


Z = Az -h /( ZyV . fl . t ), 
V = Bv^-g(z, 


(5.2.10) 


其中 / 和 P 是 f 的周期函数，周期为 t 或者 2 t ， 这里 t 是1的周期.矩阵4和 B 
的特征值等于 L 的乘子平方的对数与 L 的二倍周期之比.因此隔离这些矩阵谱的条 
件 (5.2.2) 可视为对乘子的 隔离： m 个乘子按绝对值必须小于 e aT ， 其它 n 个乘子的 
绝对值则大于其中 r 是 L 的周期. 
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这里轨线 L 由 {z == 0，u = 0 } 给出，/和 P 以及它们关于 （ z，W 的一阶导数 
在 ( z , v ) = 0 为零. 条件 (5.2.4) 对小的 ( z , v ) 满足，因此用公式 （5.2.8) 将 (/， 沒）变 
为 (/, g ) 导出 （5.2.1) 类型的系统，由此得知，得到对所有 （^) 满足条件 （5. 2 .4) 的 
(5.2.1) 类型的系统，它与系统 (5.2.9) 局部地重合. 

现在我们回到一般方法，并对任何 t > 0,勿 和 I 考虑系统 (5.2.1) 下面的边值 

问题 

2 ：( 0 ) = z° y v ( r ) — v l . (5.2.11) 

几何上，这可解释为求系统 (5.2.1) 的从曲面{ 2 = %}出发并在时刻 t = r 终止于曲 
面切= W } 的 轨线. 由上面的讨论，如果这个边值问题的解对 f € [0， r ] 停留在区域 
\\{ z , v )\\ < i 内，则它同时是局部系统 (5.2.5) 或者 (5.2.10) 的同一个边值问题的解. 

定理 5.11 对任何 ( z 0 ,^ 1 ^), 系统 (5.2.1) 的边值问题 (5.2.11) 有唯一解 4 

z ( t ) = z *( t \ z °, v l fi ), v { t ) = v M ( t \ z °, v x / x ). (5.2.12) 


证明所考虑的边值问题类似于第 2 章研究过的问题（形式上，是 2.8 节处理 
a <0< 0 的情形)，证明非常接近于定理 2.9 的思路.新颖的是我们在这里将用 
不通常用的称为 7 -范数的范数来证明逐次逼近的收敛性.即我们考虑定义在线段 
t e [0, r ] 上的连续函数 ( z ( t ) Mt )) 的空间好,并赋予空间//如下的范数： 


其中 


||( z ⑴， v ⑷)|| 7 = sup {||(之⑷，以⑴川 e _7t }, (5-2.13) 

_ ， T] . 

a < 7 < (5.2.14) 


显然， H 是一个完备的距离空间. 

考虑积分算子 T •• H — U , 它通过下面的公式将函数映为函数 
帥)，吨 ))： 

z { t ) = e At z °-\- j e A ^~ s ) f ( z ( s ), v ⑷， "， s ) ds , 

t (5.2.15) 

v ( t ) = e ~ B (< T ~^ v l 一 j ' e ~ R ( ' fi ~ t ^ g ( z ( s ) y v ( s ), ii ) s ) ds . 

容易验证，如果边值问题 (5.2.11) 的解存在，则这个解是积分算子 7 1 的不动点，反之 
亦然（比较定理 2.9). 

4 注意，系统 (5.2.1) 的边值问题 （5.2.11) 的解并不能阻止从零的小邻域离开.因此，这个定理 
不能直接应用到局部系统 (5.2.5) 或者 (5.2.10). 就是说,额外的估计是必须的，以保证边值问题的 
解保持囿于小常数. 
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显然，算子 T 是光滑的（在 3.15 节的意义下). ( z ( t ) Mt )) 关于的导 
数是线性算子了' ： (Az(t) ? At;(t)) (△乏 ⑴， As ⑷)，其中 

^z{t) = / ^ A{t ~ 3) flz r v)( z ( s )^ v ( s )) - (Az(5), Au(s))d5, 

Jo (5.2.16) 

△ 幻⑴ = 一 / Gg( 2 , v) (2 ： (5) ， t/(5)) • (Az(s),A7r(s))ds. 


按照 Banach 原理（定理 3.26 的抽象形式)，为了证明算子 r 有唯一不动点，只 
需证明对任何 有 \\ T f \\ ^ K <1. 

为此我们将 (5.2.3), (5.2.4), (5.2.13) 代入到（5.2.16)，得到 


t 


l|A^)|| ^ / e a ^m^^y)\\^ s ds. 

Jo 

||At;(t)|| < /%♦% ，，心 )|| 7 . 


(5-2.17) 


t 


由 (5.2.13), (5.2.14) 和 (5.2.17) 我们得到 


||(Az,Au)|| 7 = sup {max(|l △ 芝⑴ || ， ||Af)(t 川 ) e _7t } 

t€lM / i i \ (5.2.18) 

“ max JZ ^) x "( Az ， 

选择 C 充分小使得 

’ ^ max (^^) <L 

由 (5.2.18), 积分算子 r 按 7 _范数是压缩的. 

因此，按照 Banach 压缩映射原理，从任意初始猜测 （ z ⑼ W ， V ( Q ) ( t )) 开始，逐次 
逼近序列 

( V n+1) ⑷，以 n+1) ⑷)= T { z ^ n \ t ), v { n \ t )) 

收敛于 r 的唯一确定的不动点（/⑷， V ⑴)，同时，它是系统 (5.2.1) 的边值问题 
(5.2.11) 的解.证明完毕. 

注意，解 ( z *{ t ), v "{ t )) 也依赖于 { z ° i v 1 , r y / x } t 由于由 (5.2.15) 给出的积分算子 
T 关于这些数据连续，解连续依赖于 {#, V ， t ，/4( 作为压缩算子的不动点，见定理 
3.25). 此外，由定理3.27,因为算子了是 C * - 光滑的且 O ' - 光滑依赖于{^ 0 ^ 1 }, 
得知边值问题的解是丨的 C * - 光滑函数，并且如果系统右端关于所有变量包 
括6和 / i 是 C 7 的，则解同样光滑依赖于 

{ z \ v *) 关于和 M 的导数可通过对 （5.2.15) 的形式微分作为算子的不动 
点得到，即它们是作为具有边界条件的对应变分方程的边值问题的解求得，而边值 
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条件由边界条件 (5.2.11) 的形式微分求得（更多细节见 2.8 节).例如，变分方程系统 


Z = AZ - f - t)Z + t ) V , 

V = BV + g f x { z m , v m i fi 1 t)Z + t)V 


的边值问题 


Z (0) = /, V ( r ) = 0 


( I 是恒同矩阵）的解给出（/ 〆 ）关于#的 导数: 


Z* 



dz * 




dv * 


dz 0 ' 


同一个系统 (5.2.19) 的另外一个边值问题 


(5.2.19) 


(5.2.20) 


Z (0) = 0， V { r ) = I 


(5.2.21) 


的解给出 （ z _ 〆 ） 关于 V 的导数.如果/和分关于参数 M 光滑，则导数 ( Z \ V ^) = 

d , 勤 是非齐次变分方程系统 

Z = AZ + t)Z -h t)V + f ! Az » t )， 

(5»2 • 22) 

V = BV + 尤 ( 之 ' t)Z+ <(〆 ， ! ； • ， / -j-, v*, fi, t) 

的边值问题 

z (0) = 0， V { r ) = 0 (5.2.23) 

的解.我们立刻看出系统 (5.2.19) 或者 (5.2.22) 是大范围二 分的： 由于右端的主要部 
分由相同的矩阵4和 S 确定，得知隔离谱的条件 (5.2.2) 在这里也成立.右端余下 
的部分是 

F = r z { z \ v \^ t ) Z ^ 以 z », t ) V , 

G = 9 f z { z * y v *, t)Z + 必 ( z'v •，/ x ， t ) V ； 

或者 

F = f l z { z *, v *,^ t)Z + t)V -h f “( z »， t )， 

G = t)Z + g , v { z ，¥ 1 v m , fi , t)V + 

在这两个情形有 

d ( F ， G ) — d ( f ， g ) 
d { Z , V ) ~ d ( z,vY 

故对同一《，关于小导数的条件 (5.2.4) 也满足.因此边值问题（5.2.20)， （5.2.21) 和 
(5.2.23) 的解的存在性（和唯一性）简单地由定理 5.11 得知. 
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现在，由归纳法可以看到高阶变分方程也属于我们的大范围二分系统类.因 
此，对应的边值问题的解（它们是 ( z \ v *) 的高阶导数）的存在唯一性也由定理 5.11 
给出. 


{ z \ v *) 关于时间*的导数直接由系统 (5.2.1) 给出： 因为 { z \ v *) 是系统（ 5 . 2 .1) 
的解，故 


dz * 

dt 


= z* = Az* -h 


以及 


dv* 

dt 


=v* = Bz* + 夕 ( ： • ， v* ， " ， t). 


关于时间的髙阶导数由重复应用这些等式得到.关于 T 的导数可以用下面的引理计 


算. 


引理 5.1 边值问题 (5.2.11) 的解 ( z \ v *) 满足下面的恒等式 


d(z\v m )dv* 
dv l dt 


d ( z \ v *) 

dr 


0 


d{z\v*) d{z\v^) d{z\v^) dz 


dr 


dt 


dz° dt 


0 


(5.2.24) 

(5.2.25) 


这些恒等式允许我们借助关于其它变量的导数来表达关于 t 的导数.这个引 
理的证明如下.回忆所考虑的边值问题唯一确定的解是系统 （5.2.1) 在 t = 0与 
曲面 h 相交， 在 t = 丁 与曲面 { t ; V }相交的轨线.我们记这个轨线为 

(z m (t; z°, v\ r, ^), V* (t; z° y v l , r, //)). 

在时刻 、 t = r + (5, 轨线与曲面 { t ? = ^( r + 5; 2 ： 0 , v ^ r ,//)} 相交.由定义我们可以 

写为 


之 W ， t ； 1 ，了， /X) E Z* (t; z 0 〆 (T + 2 0 ， I ； 1 ， T, /i) ， T + A /i ) ， 

v*(t; z 0 , v 1 , T ， 妗）三 v*(t] z°, v*(r + S\ z°, u 1 , T, /i), T + S, jl). 


这个恒等式关于 5 在 5 = 0 的导数给出 （5.2.24). 类似地，由恒等式 

^(t\ z° i v l ,r y ti) = z*(t-\-6; z m (S; 2 °, v 1 , r, /x), v 1 , r + (J, 
v 1 *(t; z° y v l , r, fx) = v*(t-h S]z*(-S;z°, Ar ， //) ， v 1 ，r + S, fi) 


得 (5.2.25). 

我们下面的定理给出边值问题解的导数估计.用下面的记号记向量函数分= 
(01,... ,( f> q )eW 关于向量变量 x =( x 1 ,*.., x p ) gRp 的导数： 

d ^ cj ) _ ( d Sl 十…十 h d Sl —.+ s P ( t) q \ 

dx 8 — … dxp p ? … dxp p ) ' 

其中多重指标 s = ( si ， •“， s p ) 是由非负整数组成， | s | 表示 5 i -H • • • + 5 p . 


定理 5.12 对系统 (5.2.1) 的边值问题 （ 5.2.11) 的解 （ /〆), 下面估计成立 （其 
中 C 是与无关而依赖于微分次数 fc = |心| + | fc 2 | + | fc 3 | 的正常数). 


( a ) 


( b ) 


( a ) 


( b ) 


1. 如果 0 < a < /3, M 

谷知1丨 + |知2| + |左3|(:' !；•) 

d ( z ° 1 fi) kl d ( v l j t )^ 2 dt ka 

谷|知1| + |釦2| + |知3|( 2 '/) 

9( z °, r , fi ) kl d ( v l ) k 2 d(r — t ) k3 

2. 如果 a < 0 < /3,则 

g | fcl | + | A ：2| + | fc 3 |( z *，I 


\\d(z 0 )^d(v\r)^d(t^)^ II 

Q | fcl | + | fc 2 | + | fc 3|(2*， l ；*) 

d(z° 7 r) kl dfv 1 )^ d(r — t, fi) k3 


( a ) 


( b ) 


3. 如果 a < /3 < 0,贝 lj 

Q \ ki \-\-\ k 2 \-\-\ k 3 \^ z * 

d(z°) kl d(v l ,T, fi) k2 dt k3 

g | fcl | + | fc 2| + | fc 3|( 〆 ， V ) 
d ( z ° y r) kl d ( v l , fi ) k 2 d(r — t ) k3 


C 

Ce^ at 


如果 | fci | = \ k 2\ — 0, 

如果 |/：2|=0且 | fci | a </3 


Ce /3( t - T )+| M«T 如果 | fc 2 |# o 或 jhla 〉/?. 

(5.2.26) 


Ce at 

Ce 0 ^- T) 


如果 | fci | = Ml = 0， 

如果 | fc 2 | = 0 fi | fci |^0, 
如果 | fci | = 0 且 | A ：2| #0, 


Ce at + P ( t - r ) 如果 jhl 〆 0 且 | fc 2 | 〆 0. 

(5.2.27) 


c 


如果 | A ： i | = | A ：2| 


Ce | fc 2 | W - r ) 如果 |心| = 0 且 a < \ k 2 \ P , 

Ce cct ^ k 2 \^r 如果 Ihj / 0 或 > \ k 2 \ p . 

(5.2.28) 


证明注意边值问题 (5.2.11) 通过下面的置换关于时间反向是对称的 
t — t 一 t , a —»• -0， (3 一 - a , z v , v z , z ° —► z ; 1 , ― ► z °. (5.2.29) 

因此，按照上面的规则和变换 h ㈠ fc 2 , 估计 1( b )， 2 ( b ) 和 3 ( b ) 分别由估计 3( a ), 2( a ) 
和 1( a ) 得到. 

我们也注意到，在 /3〉 a 〉0 和 a </3<0 的情形，将方程 fi = Q 加人到系统 
(5.2.1), 并将要求 〆 ◦) = M ( 当/?〉& > 0) 或者 从丁) = M (当0 > /? > a ) 加人边界 
条件（5.2.11)，参数/ X 可以分别包含在变量 z 和” 之中. 因此，包含 M 的导数仅在 
a < 0 < /?的情形得到分开估计. 

为了得到关于时间〖的导数的估计，我们指出直接由（5. 2 .1)得到 

谷 |fcl| + |fc 2 |+|fc 3 l + l 知 4 | + | 知 5 | 2 * ^|fci| + lfc 2 | + |fc 3 l + |fc 4 l + lfc 5 |( i 4 z * 八 Z* , V' fl ’ t )、 

d{z°) k ^ d{v l ) k ^ d— dt k ^ 1 = d{z°) k ^ d{v l ) k ^ dr k ^ dt^ ? 


| fc 2| + |^3| + l ^4| + | fc 5 l ^* 

9( z 0 ) fc i d { y l ) k ^ dr k ^ dt k ^ x 一 


g\ki\-\-\k2\-¥\k 3 \-h\k4\-\-\k!i\^ v * p(2 ： * ， U • ， / i ， t)) 

d ( z°) kl d ( v l ) k2 dfi k3 dr k4 dt kb 

(5.2.30) 


• 222 • 


第 5 章中心 流形. 局部情形 


从这些公式可以看出，如果定理的估计对关于 ( z °, v \^ r ) 的导数成立，则关于 
t 的额外微分不影响这些估计（除了有可能改变常数 C 的值). 

关于 r 的导数通过关系 (5.2.24) 用其它导数表达.于是可以看出关于 T 的导数 


在固定的 t 处本质上必须给出与关于 t ； 1 的微分相同的估计. 


因此,在 a </3<0 或 0< a </3 的情形，只需对导数 




d(z°) kl d(v l ) k2 


分别证 


明估计 (5.2.26) ^ (5.2.28), ^ a < 0 </? _形，只需对导数 口::次;’;:) 


证明估计 (5.2.27). 事实上，这些导数的计算对于情形 a < 0 < 0是不必要的，因为 
它可以用规则 (5.2.29) 改变时间方向化为情形0 < a < /?. 余下两种情形0 < a < /3 
和 a < 0 < /?的计算非常类似，因此我们仅对较困难的情形0 < a < /?叙述证明（对 
a < 0 < /3的一阶导数的估计可以在 Shilnikov [67] 中找到).剩下来我们要证明的是 


d }klMk ^(z*,v*) 

diz^div 1 )^ 




C(k)e^ at 

C(k)e^ t ~ T ^ k ^ aT 


如果 | A ：2| = 0且 | A ： i|a < /?, 
如果 | A : 2 |#0 或 Ihja 〉/?， 


(5.2.31) 


其中 0< a </3 且 l < fc 三 IfcJ + | A : 2 | < r . 我们将对 A : 用归纳法，从 fc = 1开始.对 
一阶导数，估计 （5.2.31) 取形式 


d{z\v*) 

~ dz ^ 

d{z\v*) 

dv 1 


彡 Ce at y 
彡 Ce -^ T ~ e >. 


(5.2.32) 


由于第一个估计关于时间的反向 (5.2.29) 对称于第二个估计，我们只需证明 
(5.2.32) 中的第一个不 等式. 

正如上面指出的，导数 ( Z \ V ^)= 可以作为相应变分方程系统 (5.2.19) 

的边值问题巧0) = /, V { r ) = 0的唯一解得.这个解的存在性由定理 5.11 保证 
(见定理后面的附注).此外，可得知这个解是下面积分算子的不动点， 


Z ( t ) = e At -f ^ e A ^[ f ^ z % s ) y { s ) y ^ s ) Z { s )^^ 

I V ( t ) = - J T ⑷， m ， s ) Z ( s ) + 你•⑷ 〆 W ，/ i ， s ) V ( s )} ds . 

1 (5.2.33) 

它由积分算子 (5.2.15) 的形式微分得到，事实上，它是变分方程系统 (5.2.20) 写为积 
分算子的形式 (5.2.15). 不动点是由公式 （5.2.33) 计算的从任意初始点 ( Z ^( t ), V °( t )) 
开始的迭代⑷， ⑹ = ( Z ^, V ^{ t )) 的极限.因此，为了推导由 (5.2.32) 
的第一个不等式给出的估计，只需证明如果这个估计对 （ Z , V )成立，则系统 （5.2.33) 
中的 ( Z , F ) 满足具有相同常数 C 的相同估计（此时，显然所有的迭代以及它们的极 
限满足同样的估计). 


选择 a < a 使得矩阵 A 的谱仍位于直线 Re (.) == 6 ( 见 （5.2.2)) 的左边.我们 
可以修改 （5.2.3) 使得 

|| e ^|| < e fia , 对 O 0. 

由于 \\{ f , gYz , v \\ 囿于某个小《（见（5.2.4))，由 （5.2.33) 得 

I 剛 11 O at —: e 的， | (Z(s), V(s))\\ds, 

wnm ^^ r e-^ii(z( 5 ),y( 5 ))ii^ 

现在，我们期望的结果立刻 得到： 上面的积分不等式显示，如果 




(5.2.34) 


则 


1 剛 1+C 


#， I 陶 


0 一 


因此，如果€充分小而 C 充分大，则||(叉⑷ ,7(0)11 满足具有相同 C 的 (5.2.34). 

我们已经对情形= 1证明了定理，并将对高阶导数推导相应的估计.假设定理 
对阶数小于或等于某个1的所有导数成立.让我们对 fc =| fci | + | fc 2 | = g + 1阶 
导数证明估计 （5.2.31). 

记 


( Zfci ，允2，，釦2 ) 


d k {z ) v) 

d { z °) k ^ d { v l ) k ^ 


对 fc 彡 2 ,边值问题 (5.2.11) 的解（/ 〆 ）的导数（在 知， 知）满足方程 


V k \ M (t) = - 



- B ( s - t ) d k g ( z »， s ) 

d ( z 0 ) k ^ d { v 1 )^ 


(5.2.35) 


回忆复合函数的求导公式 

dx p 


d { (\) 










ii + •••-t-Ji = p 


dx{ 


dx\ 


其中 6 和 4 是某向量函数， P 和 ju …， ji 是多重指标，^表示4关于分的所有< 

oyj 1 

阶导数向量，不相关的常数因子 C ju … 与特殊的函数4和分无关.应用这个公式 
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到 (5.2.35) 得到是下面积分算子的不 动点: 



t 


^ki t k 2 (t) — I e A ^ *)/i， v ( 名 •(s) ， i;*(s) ， /x ， s)(Zfc 1 ， fc a (s) ， \4 1 ,ib 2 (5))ds 

0 

k r 

_P J 


2 


d { z,vY 


(: _W ， v(«)) 


Eg 


y ^ k 2 ( t ) 



(卜〜 u ， ⑷ 〆 ⑷，⑷， 如⑷)心 


t 

k 






d ( z,vY 


( i _( S)，V •⑷) 


(5.2.36) 


xEi * iJi (^ Jll , jil 2 ^ j'il Jt 2 


其中里面的和式取遍所有满足 Jll + * • • + Jil = k \, ji 2 + ••• - f - ji 2 = ^2 和对所有 
p = 1，…， *• 有 M + M 彡 1 的多重指标， 

为了对 ( ZUU 推导估计 (5.2.31), 我们按照与一阶导数情形相同的 步骤. 
只需验证，如果满足这些估计，则 ( Z kl M ( t ), V kl > k 2 ( t )) 也满足 
具有相同常数 C 0? + 1) 的这些估计. 

注意公式 (5.2.36) 中第二个积分仅包含阶数低于或者等于 q =^ k - l 的导 数：因 
为 | ji | +…十 M 由此得知，如果对某个 P = 1， …， i ， 有 bp | = fc ,则所有其 
它的 j 必须为零，这是不可能的（和式取非零多重指标).因此，按照归纳法假设，对 
(5.2.36) 中的 （％ pl , jp 2 W ， V / pl , jp ») 估计 （5.2.31) 成立. 特别地，如果 | A : 2 | = 0 ( 对 i ; 1 
没有微分）且 \ k Y \ a < 0 , 则所有 p = 1，… ， 2•有 j p 2 三0和 | j p i|a < ( 3 . 因此在这种 
情形下， 

11(^，加⑷， I ,加⑷ )11 < ⑽ （5.2.37) 

以及 

泰 

II ||( Z ； plJp 2 ( 5 ), lA ； 1>jp2 ( 5 ))|| ^ C ( g ) V 加 1+—心卜 = C ⑷ ‘el 咖. (5.2.38) 

p=i 

如果 | A : 2 | # 0,则至少有一个 j p 2 不等于零，并且乘积中对应的项可以估计如下： 


以巧, 一 ，⑷，》:'4'»川< 一 阶一卿 1 卜 


(5.2.39) 


所有其它项可估计如下: 


11( 义一⑷ ，'^山⑷ )11 咖 1 〜 


3 p 1^3 p 2 


(5.2.40) 


(与 (5.2.31) 比较:我们用到 a > 0和 t 彡 t ， 故 e ^ M at ^ e 1 私“ aT ， 也用了 0 > 0,故 
e - 0 ( r - t ) ^ 1} ^由这些估计得 

铷 

t 

n ii(z; pi , 加⑷， v^»)n < c^‘ e - 价 - 叫 ㈣ ―斗加卜 

p=i (5.2.41) 

= C { q ) i e~^ T ^ 6 ^ kx \° LT . 

最后，如果 | fc 2 | = 0但 ㈨ | a 〉/?，则对某些多重指标 j 这些积可以由 (5.2.38) 估计， 
其它的由 (5.2.41) 估计 • 注意，如果 | fci | a >/?, 则对 S 彡 T 有 e -^( r ^*)+| fci|ar >…卜 
即在这种情形估计 (5.2.41) 优于（ 5 .2.3 8 ).因此，如果 | fc 2 | = ◦ 但 Ala > /3,则（ 5 . 2 . 36 ) 
的第二个积分中所有积如同 | A : 2 | 一 0都满足 （5.2.41). 回忆/和 p 的所有导数一致 
有界.因此，由上面的考虑得到 


IIUIK f^e^llZ^i^llds 

Jo 



e a(t- s ) e lfc 和心 

e ^( t - a ) e - p ( r - s )+\ ki\ar 


iUN Ws)ll 心 




e -^~ t ) e \ kMs ds 

e -0( s - t ) e - p { r -3)^\ ki\ar 


如果 | A ：2| = 0 且 | fci|a < /?, 
如果 | fc 2 | 一 0 或 Ala 〉/?， 

如果 | fc 2 | = 0 且 \ k x \ a < 0 y 
如果 | fc 2 |#0 或 \ ki \ a > 0 , 

(5.2.42) 


其中 C ^( q ) 是某个常数，以及选择/3>/3接近于/?，使得矩阵 B 的谱仍严格位于直 
线 Re (•) = 卢的右边.这意味着对矩阵指数,下面的估计 （5.2.3) 的修改 成立： 

|| e 一心 || < e — 士 对 


按照 (5.2.31), 如果= 0且 \ k,\a < ( 3 , 我们有 ||( Z fcl , fc 2 ( S ),\4 1|fc2 ( 5 ))|| < C{q ^ 
l ) e ^ a 8 . 将它代入（5. 2 . 42 )得 


\\Z kl Mm ^ e at (^C(q + 1 ) + C^(q)) ^ e^-^ds 

^C(q 1 ) + C*(q) \ k ,\ Qt 

、 ~(| Ai |- l)a ~ ， 

\\V klM m^^C(q^l) + C^q)) /V (’-_心 


(5.2.43) 


< € C ( g + 1) + c ^{ q ) c \ k,\ a t 
、 p -\ kx\a ， 
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即 \\( z k lt k 2 ( t ), V klM ( t ))\\ 也满足具有相同常数 C(q 1) 的估计（5.2.31)，只要 

_ + D + C •⑷) max (^ i ^, + 

这就完成了我们对特殊情形 I = 的证明.注意，在推导 （5.2.42) 时我 

们主要应用了明显的不等式（这里 a ^ 6) 



如果(5>0, 
如果 6<0 


以及条件 Ala 〉0. 

如果 N / 0或者 | fci | a >/3, 我们有 

\\(Z kl Ms),V klM (s))\\^ C(q^l)e- 0 ^e^\ 

将它代入 （5.2.42) 得 


(5.2.44) 


t 


\\Z kl M^)\\ ^ e at ^C(q + 1) + C^q))e-^e^ aT J e^ a ^ds 

^ 抓 q ±11± £1 M c - mr -^ c lfei|ar 

/3 — a ， 

Iin itit2 (t)|| ^ e^(^C{q -f 1) + C m {q))e-^ r e^ T 厂 e -( 卢-心心 


< 抑 9 + 1 ) +。⑷ c ^a(T-t) c \k,\a 

、 P-0 


t 


(5.2.45) 


(我们用了 /3- a >0 和 $ — /3〉0).由此得知，如果 


_ + 1) + C •⑷) max , -J-) <C(q+l), 

\ P P -/3 J 

则 ||( La 2 ⑷，心以⑷川满足具有相同常数 C(g + 1) 的估计 （5.2.31). 这就完成了 
定理的证明. 


5.3 不变叶层定理 

为了我们的目的，上一节引人的大范围二分系统的最重要性质是某个不变叶层 
的存在性.我们将用上面边值问题对应于 r = + oo 时的极限情形来证明这个叶层的 
存在性（我们在 2.8 节已经用过这个方法).回忆称微分方程系统为大范围二分的，如 
果它有形式 


v = Bv + g ( z , v } fi f t) f 


(5.3.1) 


5.3 不变叶层定理 
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其中 z e 是时间变量， M 是参数向量 • 函数/和#是 C - 光滑 （ r 彡1)， 

以及假设它们的所有导数都一致 有界. 此外，它们的一阶导数对某个充分小的常数 
i 都一致 地小： 

d ( f ,9 )" 

关于矩阵4和我们假设下面的估计对所有的 s > 0 成立： 

11—11 彡 e a ' 

|| e _Ba " < e ~ 0s . 

选择实数 7( 下面 7€( a ，/3)). 

定义 5 .1 任取点（卽,吻)•设 ( zo ( t \ vo ( t )) 是在某 t = t 0 从 ( z 0 , v 0 ) 出发的轨 
线.我们用 W ^ v Qi to ) 记点的集合，使得在某 t =纟◦从 ( zuv ,) 出发的轨 
线 ( z ^ v ^ t )) 对所有 t > t 0 满足 


(5.3.2) 


(5.3.3) 


||( A (0 ’W ⑴） 一 （勿⑷，”。⑷ )11 < Ce ^. (5.3.4) 

我们称 W ；{ z 0 l v 0 y to ) 为在 t = t 0 点 (卽 ，如） 的常规稳定或 7 _稳定集. 5 

定理 5.13 对任何 ( zo . vo . to ) 和任何 7 G ( a ,/3), 常规稳定集是下面形式 
的 O - 光滑流形（其中 g 是满足抑< /3和 g 彡 r 的最大整 数)： 


其中函数 w 不依赖于7,它对所有 Z 有定义且连续依赖于 (^ o , t ； o , M ^ o ). 
证明如同在上一节，对任何7■，解 ( z ( t ), v ( t )) 满足下面的积分关系式 


z{t) = e^-^zito) -h 「 e A ㈣ f(z(s)Ms、，^ S )ds 

Jt \ (5.3.5) 

v(t) = e~ B ^ T ~^v(r) — e~ B ^ s ~^g(z(s), v(s) y /x, s)ds 


因此,如果点 (z ly V X ) 属于点（卻，如）的 7 - 稳定集，那么 

Z\{t) - <20(0 = e A ^- to \zi(t 0 ) - z 0 (^o)) 

+ / e Mt ~ s) [f(zi(8), vi(s) 9 //, s) - f(z 0 (s) y v 0 {s),fi i s)]ds, 

Jto 


(5.3.6) 


广 +oo 

Vi ⑴ —roW = - jt e— B(a_t) [Ws) ， t ； i(s) ， p ， s) - g(zo(s),vo(s),^ s)]ds 

~ 5 这里我们考虑初始时刻是 t = 紕因为我们考虑的是非自治系统，所以不同的初始时刻对应 
于不同的轨线.当然，在自治情形这里的/和 g 就不依赖于时间值 
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( 我们考虑到对任何固定的 t, 当 T — +00 时 e -B(r-t) e 7r q ? 且由 7 -稳定集的定 
义 W(T) —t；(^ r ) = 0(e7 T )). 

ie CW = z x (t) - zo{t), Tiit) = Vl (t) - v 0 (t). (5.3.6 ) 的解是积分算子 
⑽ = e A ( t - to)C 0 + /^(卜《)[/(勿(5) + 价)，_)+咖)，",5) 

j to 


-f(Ms)yV0(8),fjL y S)]dS y 

/ +oo 

e- B ( 卜 0 [g(zo(s) + c ⑷， vo(s) + ”⑷,/X ， 5) 


(5.3.7) 


- g { zo { s ), v 0 { s ) y fi , 5)] d 5 

的不动点，其中 C ° = z ^ to )- 卻 ( t 0 ). 由 (5.3.7) 得 


l_ll < e a ( Ho )| lC °||+ f e a ^ 

Jt 0 


d(f ， g) 

9(z,v) 


• llC(s) ， r/(5 川 ds ， 



d(Lg) 

d { z , v ) 


•||C ⑷， r?(5)||d5. 


(5.3.8) 


以这个估计为基础我们立刻看到，对任何 7 e ( a ,/3)， 如果函数 (^).v(s )) 是按 
7 -范数有界，即对所有 s >纟 0 满足 


I 1 C ⑷，咖 )lKCe' 


(5.3.9) 


则算子 （5.3.7) 将这样的函数映为满足同一条件的函数 (atum 此外，如同定理 
5.11( 比较 (5.2.17)), 我们可以证明在所考虑的情况下，这个算子在赋予7 -范数的由 
满•足（5.3. 9 )的函数构成的 Banach 空间 ^ [ to >+ oo ) 中是压缩的. 

因此，按照 Banach 压缩映射原理，对任给 2 i ( t 0 ), 系统（ 5 .3.6)有满足 (5.3.4) 
唯一解 (^(^),^(0). 由唯一性，这个解不依赖于7在区间 («,/?) 中的选择. 

由定理 3.25 解连续依赖于 （ znto ，/!) 以及初始值 z = A ( t 0 ) = 20 ( t 0 ) + C u .特 
别地，我们得知 u = z ； i (^ 0 ) 是 z = 咖) 的连续函数.因此，我们证明了任何点2 0 的 
常规稳定流形是某个连续函数的图像. 

现在我们来证明常规稳定流形的光滑性.这等价于 (5.3.6) 的解 
关于初始条件 zi ( to ) 的 O - 光滑性.由 (5.3.6) 的形式微分，我们有一阶导数 




dzjjt) dvj (t) \ 
dzi ( to )' dzx ( to)J 


当它存在时，满足方程 



t 


Z*(t) = e A ^o) + I ⑷， tn ⑷， /x ， S )(Z ， ⑷ 〆• ⑷ ) 心， 

*0 


y •⑷ 



+oo 


(5.3.10) 


e_ 丑 ( 卜⑷， W ( 外 "， •⑷， V ⑷ ) 心 . 


t 



进一步，髙阶导数 
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必须满足 




( d k Zl ( t ) d k Vl ( t ) \ 
\ dzi ( t 0 ) kJ dzi ( t 0 ) k J 



t 


Z kW = / Vl ( s ), ^ 3)(ZJ：( 5 ), V ,：( s))ds + P k { t ), 

to 


V ： (t) 



+oo 


t 


(卜 ⑷，外⑷， M ， 5 )( Z :00， V ； •⑷) 办 -Qfc ⑷ 


其中 


Pk{t) 



t e A{t-a) d l f 


to 


E 


2 


d { z,vY 


X 


E 


(zi(s) y vi(s)) 

G，_.. A(% ⑷， K ⑷ )… ( ％ ⑷，％ (s))d s ， 


k 


Qk(t) 



e 


t 


B{a-t) ^2 d%g 


2 


o(z, vY 


(«1 ⑷， Vi ⑷） 

X E c h 、 … 4(% W，w ⑷）… （％ ⑷， V^(s))ds. 

JiH - hji=fc 


因此，当对 j < A:， ( Z ^ V ；) 已知时， A: 阶导数 （％W) 是算子 


m 





t 


⑷， W ⑷， "， ⑷， V ⑷)心 + A W， 


亡 0 


m 



+ OC 


e -抑 -0 o 1(s) ，外 W ， M ， S)(Z(S) ， y ⑷) d5 _ Qk{t) 


(5.3.11) 


(5.3.12) 


(5.3.13) 


t 


的不动点. 

这些方程类似于边值问题 （5.2.11) 解的导数的方程（5.2.35)， (5.2.36). 如同定理 
5.12, 用完全相同的方法我们可以证明，对 j < A:，(5.3.12) 中的 { Z ；{ s ), V ；{ s )) 对小的 
e 满足 

\\ Z ；{ s ), V ；{ s )\\ ^ (5.3.14) 

则对 fca < /?，定义 Q k ( t ) 的积分收敛，且 

II八⑷， QfcWII 彡常数 e kat . 

此外，算子 (5.3.13) 将依7 -范数有界的函数 { Z { t ), V { t )) 的空间映为它自己，只要 
7 ^ (max(a, A:a),/3), 且它在这个范数下是压 缩的. 

因此， 一 旦满足 （5.3.14) 的 ( Z ；{ a ) ) V ；( s )) M j <k 已知，则对：/ = A, (5.3.11) 
的形式解 防⑷， W00) 存在且满足 (5.3.14). 由归纳法我们得到按7 -范数有界的 
( 7 € (max(a，A:a)，/3)) 直到 g 阶的形式导数（％⑷，V；•⑷）的存 在性. 
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为了证明这些形式导数是实际的导数，我们将证明系统 （5.3.6) 的解 

是上一节讨论过的具有边界条件 （# = zi { t 0 ) = z 0 ( t 0 ) + C 0 ， 1 = v 0 { r )) 的边值问题 

的解在 t — +oc 时的极限，且对每一个 A : = U … iq ， ⑼关 

于： 0 的 * 阶导数(仏⑷， 聯 )) 收敛于 (5.3.12) 的解(柳，聯 )). 确切地说，我 
们将证明在任何固定的有限时间区间上 


sup ||(z r (t) J t> r (t)) — (zi(t), v\ (t))|| — ► 0 当 t — ► -hoo (5.3.15) 

以及 

SU P 、 ( ;^) 0 ’):( )) - (Z:W ， V: ⑴ ) —0 当 t —+oo fc = 1, ••- ,q y (5.3.16) 

由此立刻得知 (zi(tl Vl (t)) 关于 / 的 Ci 光滑性 . 

为了证明（ 5.3.15) ，注意由 （ 5.3.7) 给出的算子是下面算子的 极限： 

CW = 〆(㈠ 。 ) c 0 + / 、争心 [/( 勿⑷ + C ⑷， Ms) + ” ⑷， /i ， 5) 

Jto 

-/(^o(5),i ； o(s ),fi,s)]ds, (5.3.17) 

- jt e~ D ^~ l) \ 9 {z 0 {s) -f ^{s),v 0 (s) + rj[s)'fi 、 s) 

一夕 ( 句⑷， s)]ds 对 f < T ， 

0 对 t > T. 

更确切地说，当 r — +oo 时，定义在对某 7 G (a,/3) 依 7 - 范数有界的函数 （ C^) 
的空间上的算子（ 5.3.17) ，对任何 7 ' e (7 ，奶在 7'- 范数下以 （ 5.3.7) 为其极限算子 . 
为证明这个论断只需验证 

• r+oo 

sup e~ Vt / e— B(a_t) [p(2 0 ⑷ +C ⑷， ”o ⑷ +77 ⑷， M ， s) 

t^to J max(t,r) 

-g{z 0 (s) J v 0 (s), IX, s))ds\\ — 0 当 r — +oo ， 



只要 lie ⑷，咖 ) IK Ce ' 这个积分可以估计 如下: 


-yt 


< e 



r+oc 

'max(t,r) 

-hoo 


e - B ( s - t ) 句⑻ + C (沒)， ”0 ⑷ + /? ⑷， "， s ) — ff ( z 0 ( s ), v 0 ( s ), / 2 , s )] ds \\ 


max(i.r) 

r+oo 


HC ⑷,咖川心 




f e -B(a-t) e 7«^ s c (/3- V)t c 0y - /3) max(t,r) 

max(£ f r) 7 • 


因此，由于 7< 久我们有 


sup e 
t^o 



-foe 


max(t,r) 


e~ B( 3 ~ t] [g(zo{s)^C ⑷，冲⑷ +??(s) ， /i ， s) -〆 z 0 ⑷，⑷， fx.s^dsW 


彡 - 7 ') 

/? 一 7 
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又因为 7' > 7,这就证明了我们的论断. 

由于压缩算子的不动点连续依赖于参数，得知当^ — +00 时 (5.3.17) 的不动点 
( O ;) 在 Y 二范数下趋于 (5.3.7) 的不动点匕尤).对有限数 t ，（5.3.17) 的不动 
点 （ C ;， r /;) 表示为（在区间亡 e [< 0 , r ] ±)具有边界条件/ =句⑹+ O = v 0 ( r ) 
的边值问题的解(_，_) =(裤) + C ; W，MO + WW ). 

因此， (< ⑷，<⑷)按 Y -范数收敛于 （5.3.6) 的解= ( z 0 ( t ) + 
CcW ，” o (0 + ‘ W )， 由此， (5.3.15) 显然得到. 

如我们在5. 2 节中已经指出的，关于边界值的形式微分是确定 （<,<) 的导数的 
正确方法.就是说， A : 阶导数 （％ T W ， V ^ T ⑴）是作为下面算子的不动点得 到的： 

_ =, 、亭 3 )/“ ( 办 ) ， <( 心， s) 卩⑷， F ⑷ ) d S + P fcT ⑷， 

一 t0 fT (5.3.18) 

7 ⑷ = - J t e - B 卜 0 <， v (<( 5 )，< ⑷，⑷， V ⑷)心 — 

其中 


Pkr(t) 


e A(ts)y- 9 l f 

t 0 台 d(z,v ) 1 (2 ; ⑷， ⑷) 


E C 〜”'U ( 仏 ⑷，仏 ⑷ )… (Z ； iT (s), V ； tT {s))ds 

••十 j* = fc 


Qkr{t) 




(5-3.19) 


i ;2 w ， 〜 i (< ⑷, t ；; ⑷） 

E ( Z hr(s), V ； 1T (S))-' (Z; iT (S), V ； iT (3))ds 

Ji+ … +ji=A: 


算子 （5.3.18) 将按 7 -范数 （ 7 e ( ka : /?)) 有界的函数映为在同一范数下的有界函数， 
且在这个范数下对所有 r 它一致压缩（见定理 5.12). 因此，这个解满足 


||Z^ r (t),T4V(t)|| ^ Ce( max ( a ’ fca ) 十 〜. (5.3.20) 


现在，取 fc 0 彡 g 且假设对所有 (5.3.16) 成立.我们通过 （ 5.3.18) 的第二 
个方程在 t > t 上假设恒等于零来将算子 (5.3.18) 扩展到对所有 t >化都有定义的 
函数空间上.如上，可以看出在按 7 -范数 （7 e (fca,/3)) 有界的函数空间中，积分算 
子按 7'- 范数 （7^ (7,/3))连续依赖于 T ， 且当 t — + oo 时它的极限由算子 （ 5.3.11) 
给出. 

事实上，由 (5.3.15) 以及假设对所有的 j < 知， （ 5.3.16) 成立，我们有 

|| 巧⑷ - Pkr{t)\W < swpe - 1 1 f e a(t (s ， T)ds ， 

t > t 。 J to 



• 232 • 


第 5 章中心流形.局部情形 


其中，在 S 的任何固定的有界区间上一致地有 ^( 5>r ) — 0 ( 当 7" — + QC ) 因此对 
于当 r — + OC 时趋于无穷的某 t ( T )， ’ 





sup e _Vt [ e a(t (5, T) 心 . 

Jt 0 


(5.3.21) 


注意， f 是 （ 5 . 3 .12) 和 (5.3.19) 的积分中的两个和式之间差的范数，因此由 (5.3.14) 
和 （5.3.20) 得 

P 彡常数 

将这加人到 (5.3.21) 给出 


lirp \\ P k ( t ) - PfcrWHv < lim e ( 7 一 7 ’)卟） = 0 


用同样的方法得 


lirpjQfc ⑴ — Qhd , 《常数 lim sup / 

t^t(r) J max(t ， r) 


因此 


rij^oo H^(^) ~ Qkr { t)\\y = 0. 

完全类似地，我们可证明对 (5.3.18) 中的第一个和式过渡到 (5.3.11) 的极限的准确 
性. 

由于压缩算子的不动点连续依赖于参数，当 r 〜 + oo 时 （5.3.18) 的解的极限 
(按 V - 范数，因此在 t 的任意有限区间按通常的范数）是 （5.3.11) 的解 (% o ， V 二). 
因此， (5.3.16) 对所有 k < k Q $ q 的准确性导致它在 k = k 0 的准 确性. 由归^法°我 
们得到 (5.3.16) 对所有的 fc 彡 g 成立，这就给出了我们的定理. 

注流形％对所有 7 e { a y (3) 是相 同的. 因此， ( zo ^ o ^ o ) 的常规稳定流形上 
点的轨线对在这个区间内的任何 7 满足（5.3.4)，因此它们满足 


II(21(0, W ⑴） 一 (20 W ,1^0 W) || = o(e 7< ). (5.3.22) 

注意，流形 W ^ z 0 i v 0) t 0 ^) 一般关于系统 （5.3.1) 不是不变的，只有当系统为自 

治且（卻,吻）是平衡态的情形是例外.在这种情形下， V %是其向前轨线按 7 -范数 
趋于平衡态的点集： 

||(z(t),i;(t)) -( 之 0 ， v 0 )|| = o(e^). 

因此，由定义它是不变流形. 

在一般情形，所有常规稳定流形的集合构成扩展相空间 x K 1 的不变叶层 
(其中表示时间 轴). 事实上，如果某点 ( Zl , t ；!) 属于某个其它点 (^0,^) 的常规稳 
定流形，则由的定义， W ^ zuv ^ to ^) = 因此，如果两个常规稳 
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定流形在某点相交，则它们必须 重合. 从而，事实上这些流形的集合是连续叶层.为 
了证明它，不变叶层，只需指出 = + 

用表示系统轨线的时间 t 移 位). 如果系统是自治的，则不依赖于初始时刻 
t 0 , 故我们有相空间的不变 叶层. 如果系统是非自治的，且以某周期 T 周期性依赖于 
时间，则任何曲面 (t = to = 常数）是截面，沿着系统轨线的时间 r 移位是 Poincare 
映射 ( z y v ) ^ ( z(^o + r ), v (« o-f T )). 由周期性， W ^( z 0 , vo , t 0 y fi ) = W ^{ zQ , vo , to -\- T , / x ). 
因此， X T W ^( z 0 , voyto . fi ) = W ^( zo(to ^ T ), vo(to T ), t Ql fi ), 由此得知，在截面上的 
常规稳定流形集是 Poincar 6 映射的不变叶层. 

因此，定理 5.1 3 建立了具有形如 I ； = < p { z ; z 0 , v 0 j t 0 ) 的 C ?- 光滑叶片的连续不 
变叶层的存在性.记 

^(Zo,Vo,to,fx) = ^ • 

dz 

函数屯定义不变叶层叶片的切 线场: {卜-如）= ^(zo,v 0 i to^)(z- Z 0 ) ) t = t 0 }. 这个 
场必须关于线性化系统是不 变的. 不变叶层的叶片被切线场的积分所覆盖.即每个 
叶片满足方程（对每个固定的 G ) 


0 ^ = (5.3.23) 

因此，作为上面微分方程的解，函数 I ； = ip ( z ] Zo , VQ , to , fl ) 必须至少关于初始条件 

{ Z 0 , VOyto ) 和参数 / i 有如中相同的光滑性. 

一 般地，函数少（以及 W 关于 ( z 0 l v 0 l to ^) 不是光滑的.我们来更详细地研究 
叶层的光滑性问题.设彡0是常数使得轨线 ( z ( t ), v ( t )) 关于初始条件 ( zo ^ o ) = 
(冲0),_0))和 / i 的导数满足下面的估计 


d k ( z ( t ) Mt )) 

d(z 0 ,V0 7 fl) k 


彡常数 


(5.3.24) 


可以证明当矩阵 


的谱严格位于虚轴的左边时， (5.3.2) 中界定/和 g 的导数的常数 （ 可以取得如此 

小，使得所有的导数 榮楚淨 有界. 醜在这种讎下知 0. 

一 般地，取4使得 B 的谱（以及 A 的谱）严格位于直线 Re (.) = /3的左边.此 
时估计 (5.3.24) 成立，只要€取得充分小.注意，对固定的反增加估计 (5.3.24) 中的 
导数阶数得要求缩小常数纟的值. 



• 234 • 


第 5 章中心流形.局部情形 


由定理 5 .13的证明得知，定义不变叶层叶片的切线的函数少等于其中 
V - 是积分方程系统（ 5 . 3 . 10 )的解， ( z l ( s ) i v 1 ( s )) 现在等于（初⑷，如⑷）（点 ( z 0 , v 0 ) 
的轨线)•由于 (5.3.10) 中的函数冲）和冲）依赖于初始条件 ( z ( t 0 ), v ( to )) = ( zo^voh 
解 V * 也是（％,如）的 函数. 如在定理 5.13 的证明中，可以验证 K * 关于 ( z 0 . v 0 , fi ) 

的导数可以作为用 (5.3.10) 的形式微分所得的对应积分方程的解求得.就是说， fc 阶 
导数 


是算子 

即卜⑷， m ， 柄明. 




〆 卜) ⑷，呛)， ㈣ )(私⑷，⑷) 心， 
e-^^g^izis), v(s),^ s)(Z(s) y V(s))ds 



il 


- B ( a - t ) 


d i 


d(Z (h VQ, 卩 ) i 


⑷， t ; ⑷， M ， s )) ( z 么⑷， V ^ is ))^ 


(5.3.25) 


的不动点. 


为了确认这个算子的不动点给出 （ Z ' V -) 的 A : 阶导数，我们可以考虑依赖于 t 
的算子族，其中第二个方程中积分的无限上限由 T 代替，然后令 r — + oc 取极限 6 
由 （5.3.24)， （5.3.25) 中的导数 



d { zo , v Q ^Y 


(fr9) f z ^(s),v(s),fX,s) 


如上面对常数那样估计.以此估计为基础我们可以看到，如同定理 5.12 的证明， 
(5.3.25) 中的积分收敛，只要 

ot + k 百 < (3. (5.3.26) 

此外，对任何 t ， 所考虑的族中的算子将按 7 -范数（满足 7 e (« + k 0 y f 3)) 有界的函 
数空间映为它自己，并且在这个空间关于 t 是一致压缩的. 

因此，我们得到函数少是 C fc 的，其中 A 是使得 (5.3.26) 成立的最大可能的整 
数.当然，微分的阶数不可能髙于 （r - 1)，因为 (5.3.10) 的右端包含 C- 1 _光滑函 
数 ( f ，9) f z ^ 于是我们得到下面的结果. 

~ 6 注意对有限的：解的导数就是真实导数(见 2.8 节对应的论述). 
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~引理 5 . 2 如果对某个卢 > 0 ,矩阵召和>1 的所有特征值严格位于直线 Re (.) = 
0 的左边，则由常规稳定流形所得的叶层是 C fc - 光滑的（只要 （5.3.2) 中的常数$充 
分地小)，其中 A : 是满足 k <(0 - a )/0 和 A : 彡 r - 1的最大整数. 

在『=+00且$ = 0的情形 （ g 卩 A 和 J5 的特征值严格有负实部)，这个引理说 
明叶层是 - 光 滑的. 反之，如果万有特征值在虚轴上，则必须取正数，且对任 
何固定的《值，我们仅得有限光滑的叶层. 

定理 5.13 和引理5. 2 是主要的技术性结果，我们将用它们来证明中心流形定理 
以及整个这部书中局部不变流形的其它定理.注意，应用这些结果到由时间反向从 
(5.3.1) 得到的系统，我们得到由形如2 = 0(1；) 的常规不稳定流形所得的其它不变叶 
层的存在性. 

我们 强调， 由上一节引入的这类边值问题的研究不仅是为建立不变流形定理，而 
且也用在非局部分支的分析上.记住这类结果对将来的应用，特别我们注意下面的 
观察，事实上，在定理 5.12 的证明中已经提到. 

引理 5.3 设 (z* ( t ; z Q } v l , r , fi,), v* ( t ; z°, v l , r , / x )) 是系统 (5.3.1) 的边值问题 
2 *( 0 ) = z 0 y v^{r) = v 1 的解，令 z 0 和 i ; 1 依赖于 t ， 使得当 t —► + oo 时 （？(0)， r *(0)) 
有某个有限极限（如，” 0 ).贝1】 V (0) 关于/的导数趋于函数少在点 (zo,v 0 ) 的值，其 
中伞定义常规稳定流形的切线. 

为了证明这个引理，注意到由假设，边值问题的解（ 2 •⑷ 〆 ⑷）在任何固定的有 
限 f 区间上一致地趋于（卽，吻）的轨线.因此，引理的论断没有更多的东西，仅重复 
定理 5.13 证明的要求，即在 fc = 1积分算子 （5.3.18) (有限 T ) 的不动点有 （5.3.10) 
的解 （ T = 4- oc ) 为极限.用相同方法从 （5.3.16) 得知在引理 5.3 的假设下, t ; •⑼关于 

/的所有直到 （7 阶的导数当 t — + OC 时都有有限的极限（这里 g 是满足 qa<P 
和 g < r 的最大整数). 


5.4 中心流形定理的证明 


在这一节我们完成对中心流形定理的证明.事实上，我们将证明更一般的结果, 
它包含了本书所有的局部不变流形定理. 

考虑定义在平衡态0(0, 0) 小邻域内的微分方程局部系统 


z = Az -h 

v = Bv g ( z , v , fi ). 


(5.4.1) 


假设 


/(o,o,o) = o ， 分 (0,0,0) = 0 ， (f,gy ZtV (QM = o 
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还假设矩阵 Z 和 B 满足不等式 (5.3.3), 即对应于矩阵 A 的特征值的特征指数必须 
位于复平面的直线 Re (.) = a 的左边，其它的特征指数位于直线 Re (.) = (3 的右边. 
如同在 5.2 节证明的，这个系统可以扩展到整个相空间并使得所得系统是大范围二 
分的.于是由定理 5.3 得知不变流形的存在性，即点 O 的 7 -稳定集的存在性.事实 
上，存在不同的不变流形，它们依赖于我们是如何把相变量划分成“，和‘ V ， 部分: 
对 a 和/3的不同选择导致特征指数的谱的不同隔离，因此给出不同的不变流形. 

定理 5.14 设对某个 /3> a , 系统 (5.4.1) 的平衡态 O 有 n 个特征指数位于复 
平面的直线 Re (-) = a 的左边，其它 m 个特征指数位于直线 Re (•) = /3的右边.如 
果 a < 0,则在 /i = 0系统有唯一确定的强稳定（非主）不变 C r - 流形 W 8 S , 它在 O 
切于切 = 0}，且包含所有当 t — + oc 时对任何0 > 7 > a 的比还快地指数式趋 
于0的轨线 • 如果当 / i 变化时平衡态不消失，且连续地依赖于 M , 则也连续依 
赖于此外，如果系统关于所有的变量包括/ X 是-光滑,则流形关于 / i 是 
CT - 1 -光滑的切线关于所有的变量是 C 7- 1 - 光滑). 

定理 5.15 在上面定理的假设下，如果 a > 0,则对所有小的 m ， 系统有扩展稳 
定不变 - 流形其中 g 是满足押< /3和 g < r 的最大整数)，当 M = 0时 
它在 O 切于伽 = 0}，并且包含对所有正时间都停留在 O 的小邻域内的轨线的集合 
N +. 虽然不唯一，但它们中的任何两个在 AT + 的每一点都有相同的切线.此 
外，当 W sE 写为形式1； = 时，函数 〆 £所有直到 g 阶的导数在 iV + 的一切 

点都唯一确定.流形 W sE 连续依赖于且如果系统关于所有的变量包括 p 是 C 7 
-光滑，则流形 w ^ E 关于 / i 是 C 7 - 光滑的. 

在这些定理的证明中，局部流形 W 〃和 IV ^ E 是作为系统 （5.3.1) (由扩展局部 
系统 （5.4.1) 到整个相空间得到）的不变流形与在原点的平衡态0的小 
邻域的交出现.回忆是 O 的 7 -稳定集 ，7 e ( a ，/?). 在 a < 0的情形，我们可以 
选择7为负值，于是的唯一性直接由定义得到：是所有趋于 O 时快于指 
数# 衰减的轨线的集合.如果 a > 0,则 7 > 0,因此流形坏^变成系统 （5.3.1) 从 
原点发散充分慢的轨线集合.因而，在 O 的小邻域内哪些点包含在中，依赖于 
我们如何将局部系统 (5.4.1) 扩展到整个相空间.这导致 W sE 不是由局部系统唯一 
确定的.尽管如此，不管局部系统的扩展方法如何，集合 7 V + 中所有点，由于它们是 
由永不离开 O 的小邻域的向前轨线组成，按定义对任何 7 > 0,它们都属于 O 的 7 
- 稳定集.因此，每一个流形 W sE 包含在 7 V + 上的任何点 W sE 的切线的唯一 
性不能直接从定理 5.13 得到，但仍然可从它的证明中得到.事实上，我们已经证明 

W | t = o ， 



其中^ 可作为积分方程 
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2-(t) = e At + 〆 (卜 K(2o» 0 (5)，/i)Z» 

Jo 

-^ fv ( z o( s )y 以0(5)， 〆， S ) V *( S )) ds ， 

< , + oc ( 5 . 4 . 2 ) 

V •⑷ = - j t (卜(卽⑷，如⑷，•⑷ 

. + 你 0(s) ， v 0 (s), fi)v*(s))ds 

的解求得，这里 ( z 0 { s ), v 0 { s )) 是点 ( ZQ , V 0 ) = ( fi sE ( zo ) 的轨线.由定理 5.13 的证明 

得知这个解以及 关于％ 直到( 9 -1)阶的所有导数都是唯一确 定的. 因此，由于对 

(^o^o)e^, 这点的轨线仅由局部系统确定，由此得知，对 AT + 中所有的点，的 
导数是唯一确定的. 

考虑 W sE 关于参数 /i 的光滑性，我们指出在 a > 0的情形，可以把方程 fi = 0 
加人到系统 (5.4.1), 使得/!包含在变量 z 之中. 因此,在这种情形下，关于#的光滑 
性与关于2的光滑性相同 • 如果 a < 0这就不再成立了，且非主流形关于参数的光 
滑性不由定理 5.13 得出.我们在下面将以更一般的框架通过讨论相应的不变叶层的 
光滑性来研究这个问题. 

定理 5 .1 4 和定理 5.15 允许我们重建局部不变流形的下面的分层.在平衡态 O 
附近选择坐标系使得系统的线性部分取 Jordan 形. 一 般地，我们有 

Vi = ^iVi + 

ij- = Cj z j 十 hj { x ^ y y 2, //), (5.4.3) 

其中矩阵八的谱位于复平面的直线 Re(-) =〜上， B 的谱位于虚轴上， 7 矩阵 q 的 
谱位于直线 Re (.) =内上 (这里指标 z •和 j 假设取有限值). f ， g 和 h 是非线性函数. 
设 

• • • < 0：2 < Ql < 0 < < /?2 < • • • 

按照上面的定理，下面结果成立. 

定理 5.16 存在常规稳定的光滑局部不变流形序列 

• • • c c c 呵 c 町 c …， 


7 在结构稳定情形 , 没有这部分谱 . 
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其中不变流形的类型 8 是 

w -i : = <pt s (yi ， yiw.), 

W \:{ x , z ) = ^( y) y 
^0 : z = ^ C (x,y,/i), 

W j : (勺 + i ，."）= W E 、 x , y ， z u … ，勺， / x )， 

这里函数 p 及其导数在0为零. 

其中，具负指标的流形由定理 5.14 给出，其它的由定理 5.15 给出.由构造它们 
彼此嵌入：对某个大范围定义的系统,它们是点 O 对应的常规稳定流形的局部片，由 
定义后者彼此嵌入——轨线按7 -范数收敛于 o , 以及对任何 y > 7,轨线按 7' - 
范数也收敛于 O . 

流形是 5.1 节的中心稳定流形，流形在这里是强稳定流形.如果平衡 
点是结构稳定，则不存在特征指数在虚轴上，流形是 O 的稳定流形.它在 /i = 0 
与重合，而流形现在是 2.6 节的非主流形，其它流形因此是那节定 
义的 W 389 , W " aa , 等等. 

对结构稳定的鞍点，给出 2.7 节定义的扩展稳定流形.在 O 的所有特征指 
数都具有正实部，且 O 是完全不稳定的情形， O 的流形 Wf 是 2.6 节引人的主不稳 
定流形. 

将定理 5.14 和定理 5.15 应用到由改变时间方向从 （5.4.1) 导出的系统，我们得 
到下面的常规不稳定不变流形序列 

… C % C C W 0 U C 町 C …， 

其中 

W - t :(扒+1，"-) = #(工，之， yi ， … ， yi ，#)， 

Wo u ： y = 々 uC (x ， z ， fi )， 

^7 : (x,y,z ir - ,^_i) 

其中所有函数 4 以及它们的一阶导数在原点为零.这个序列包含第2章以及这一 
章讨论过的所有其它不变流形.特别地，是结构不稳定情形的中心流形, 
D WS 是结构稳定情形的鞍点主流形（见第2章) • 

对在不变流形 WJ 上的系统，平衡态没有正特征指数.因此，我们可以应用引理 
5.2 断言在上的光滑不变叶层的存在性（我们首先应该将系统扩展到整个相空 
间，建立大范围定义的光滑不变叶层的存在性，然后回到局部系统).此结果为下面的 
定理. _ 

8 其中如果响< 和 g 彡 r , 则 W / 是 a - 光滑的，(包括 Wo ) 是 C •-光滑的. 
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定理 5.17 在叫 f 上存在具 C r -光滑叶片 G 

( x ^ir- iVi-i) - • ，的 +!,.••) 

的强稳定 C - 1 不变叶层族，其中 f 表示对应的叶片和不变流形 W ^ { i ^ C ] W ^ 
的交点 ( x °, y ?,... ,2/ ti ). 对任何点 M €灰彳,通过 M 的叶片彼此 嵌人： 

•••cZi s 2 cZ!V 


如果 MeN ^ ( M 的向前轨道对所有正时间都位于 O 的小邻域内)，则所有通过 M 
的叶片由系统唯一确定. 

叶层 FI 〗 刚好是 5.1 节的强稳定叶层.那里还讨论了由这个叶层的存在性导致 
约化定理 5.5 成立. 

包含平衡态 O 的叶片是强稳定或者是定理 5.16 的非主不变流形由 
于是 f 和 / i 的 C ”- 1 - 光滑函数，相应的流形关于参数只有 C 〜 1 -光滑性（当 
O 不随 M 变化消失时，以及当它光滑依赖于 / i 时). 

由引理 5.2 的附注得知，对 C -- 光滑系统,非主流形关于参数是 C -- 光滑， 
只要平衡态是结构稳定（没有特征指数在虚轴上).否则，坏、关于 / i 的光滑性仅为 
有限. 

用定理 5.13 建立平衡态附近各种不同类型不变流形的存在性的同样方法，我们 
也可以用这个定理研究周期轨线.在周期为 t 的周期轨线 L 附近的微分方程系统可 
以写为形式（见第3章） 

(5 .4.4) 

v = Bv + g [ z ， v , fi ， t )， 

其中 

/(0,0,0,t) = 0, / ； v (0,0,0,t) = 0, 

c/(0,0 5 0,t) = 0, ^ ?t ； (0,0,0,t) = 0. 

函数 / 和 9 关于 t 是 t - 周期或者是 r - 反周期. 9 矩阵 A 和石的特征值是 L 乘子 
平方的对数与 2 r 之比.条件 (5.3.3) 导致 L 的 m 个乘子按绝对值必须小于其 
它 n 个乘子的绝对值大于 

系统 (5.4.4) 可以扩展到周期轨线 L:(z = 0, v =^0) 小邻域外的所有^ 和心将 
定理 5.13 应用到这个扩展系统，得知对每一点 M (0,0, t o ) e L ， 它的 7 -稳定集是光 
滑流形 ％(0,0， M . 由（反）周期性，如果点的轨线按7 -范数趋于於的 

9 回忆反周期性，在这里是指 Xt (< r (^ o » vo )；^ o ) = < yXt ( zo , vo;to + t )， 其中表不时间 t 移位， 
CT 是 ( ZjV ) -空间的某个对合: (7 0(7 = id . 
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轨线’则点 ( TX r ( zo y vo , t Q ) 的轨线也趋于 M 的轨线，反之亦然（在纯周期情形我们假 
设^ = “（恒同 )) .这意味着 

X T { W ；{0^)) = M ^(0,0^ o ), 

即流形 (0,0, t 0 ) 关于映射 ao ^ r 是不 变的. 这个映射正是截面 t = 的 Poincare 
映射（详情见第3章).因此，我们建立了扩展系统的 Poincare 映射不动点（0,0)的 
不变流形的存在性.在截面 {t =： t 0 } 上从这个流形上的点出发的轨道集合给出系统 
自己对应的不变流形.类似地，引理5. 2 可以用来断言某些光滑不变叶层的存在性, 
现在我们可以如在平衡态情形所作的，用同样方法回到局部 系统. 

因此，我们得到在周期轨线的小邻域内的局部不变流形和叶层的分层.对应的 
定理类似于上面处理平衡态的定理. 

定理 5.1 8 对某个0 > a ，设 C r - 光滑系统的周期轨线 L 有 n 个乘子严格 
位于复平面的圆周|(.)| = 内，其它 m 个乘子严格位于圆周丨 ㈠ 丨 = e 和夕卜如果 
a < 0,则在 fi = 0 系统有唯一确定的 （n + 1) 维强稳定（非主 ） C r -不变流形 W as . 
它在 L 的每一点切于对应于前面 n 个乘子的特征子空间，并包含所有当 t — + oo 时 
指数式趋于1的轨线，对任何0 > 7 > a , 趋于的速度大于 e ， 如果； 1变化时周期 
轨线不消失，并且连续依赖于 / i , 则也连续依赖于此外，如果系统关于所有 
的变量包括/2是 C r - 光滑的，则流形关于 M 是 C — 1 - 光滑的 ( W 39 的切线 
关于所有的变量是 C - 1 光滑的). 

定理 5 .1 9 在上面定理的假设下，如果 a > 0,则对所有小//，系统有 （ n 十 1) 
维扩展稳定不变 C 7 - 流形(其中 g 是满足0和 g < r 的最大整数)，当 
M = 0时在 L 的每一点它切于对应的前 n 个乘子的特征子空间，且它包含对所有正 
时间都位于 L 的小邻域内的所有轨线的集 AT ' 虽然 W aE 不唯一,但它们中的任何 
两个在的每一点都有相同的 切线. 此外，所有直到 g 阶的导数在 7 V + 的一切点 
都是唯一确定的.流形连续依赖于/ X ，且如果系统关于所有的变量包括 M 是 
C r - 光滑的，则流形关于 / i 是 a - 光滑的. 

对 L 乘子的谱的不同划分的选择，以及改变系统时间方向得到上面定理对应的 

变形，我们可以求得在第3章（非主，主，扩展稳定和不稳定流形）和 5.1 节（强稳定， 

强不稳定，中心稳定和中心不稳定流形）引入过的周期轨线局部不变流形的所有类 
型. 

如上，我们可以在 t - 周期轨线1附近将自治系统的线性部分写为 Jordan 型. 
故我们有 

Vi = AiPi + fi ( x ， y ， z ，/ i ， t ), 

句= + (5.4.5) 

± = Bx + g { x , y , z , n , t ), 
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其中巧阵次的谱在直线 Re (.) =叫上，矩阵 B 的谱在虚轴上以及矩阵 q 的谱位 
于直线 Re (.) =巧上（这里的指标 i 和 j 假设在有限范围 内). 非线性函数/， 0 和 ft 
关于时间是（反）周期.设 


• • • < a 2 < ai < 0 < /?i < 02 < • • • • 

定理 5 . 2 0存在常规稳定和常规不稳定光滑局部不变流形序列 

• - CW ^ CW^C C C … 

和 

… c W ^ 2 c W^ x c W 0 U c 听 c …， 

其中的流形类型 1 °是 


*• (x, 2/i) • • • , Vi—\) = ^p'l s (t/t, 2/t4-i• ; t), 

w ^- i ： ( x ,2) = ^ a (^； t ), 

: z ^ ( p aC ( x , y , ^ t ), 

W j 1 ( 勺 +i，...）== … ， Zj ， pr ， t) 


和 


W -i : iVi-hir-) = ^i E (x,z f y lr •- ， y“fi,t 、， 

: V = fp uC { x , z : ^ t ), 

^ T :( A 2/) = 0 r ( O )， 

Wj 1 : (x, y ， 之 1 ， •. • ， Zj^i)=i z j, 2 j+i，• •. ； 0 ， 

其中函数 p 和功以及它们的一阶导数在 ( x iyi z ^) = 0 为零. 

关于不变流形和分别存在强稳定和强不稳定 C— 1 - 光滑不变叶层族 
和它们分别具有下面类型的 (tr - 光滑叶片/巧 


( 工， 2 / 1 ， ••- ，队一 1) = V^J^Vi+i，." ； to) 



(工，之1， • • _， z j — l ) = j 之 J +1，• • • ； t 。)， 


其中 c 表示为对应的叶片与不变流形 n 柯或 w^_ x n 的交点（ 〆 ，此…, 
漾 d 或 （ x G , z ?， … 木). 值妃定义的超平面 {^ = ^ 0 } 整个地包含对应的叶片.对 
任何点 Af e W %， 通过 Af 的叶片彼此 嵌入： 


• • • C Zi fl 2 C l 3 _\ 


10 关于 t 是 r - 周期的. 
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以及对任何点 M e Wo U ，有 

• • • C 以 C 

如果 Af e 听且 M e ( M 的向前轨道对所有正时间都在 L 的小邻域内)，或者 
如果 M e 且 M e AT - (M 的向后轨道对所有负时间都在 L 的小邻域内)，则通 
过 M 的所有强稳定和强不稳定叶片分别都由系统唯一确定. 

最后，我们指出，借助 Poincare 映射这些定理容易重新叙 述为: 不变流形与截面 
{t = t 0 } 的交给出在原点的不动点的不变流形. 
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局部中心流形定理是研究平衡态和周期轨线小邻域内分支的熟知的标准工具. 
但是，正如上一■章指出的，局部分支并不代表所有的重要分支.由 Andronov 和 Leon - 
tovich [40] 的工作，大家知道，在二维系统周期轨线四种主要类型的稳定性边界中，存 
在两类对应于由于同宿回路而使周期轨线消失的边界，同宿回路是平衡态与£ — +oo 
和 6 - oo 时都趋于此平衡态的轨线的并.在 Andronov 和 Leontovich 的经典工作 
中，虽然这两类边界同样很重要，且它们在不同类型的二维分支之间是不分离的，但 
这类对象在局部分支理论中不考虑.处理同宿回路和更加复杂的同宿环和异宿环以 
及髙维系统中其它非局部结构的大范围分支还是上世纪 60 年代中期 Shilnikov [60- 
62] 的工作以后才出现的.这个理论被证明是复杂动力学性态的不同模型，以及不同 
类型的非局部动力学之间的传递的各种景象的好来源.在本书（第二卷）我们将大范 
围理论这部分分开，专门处理具简单性态（非混沌）的动力系统.在本书的这一卷我 
们仅仅触及非局部情形下类似的中心流形的存在性的一般问题. 

从上世纪 80 年代初我们就开始研究这个特殊问题.自那以后它吸引了许多学者 
的注意.在同宿回路附近非局部中心流形的存在性现在已经被 Turaev [73], Homburg 
[36] 以及 Sandstede [56] 所建立（后者也包括无穷维情形).对异宿环这类中心流形的 
存在性结果在某些异宿环附近被 Shashkov [57 j 所推导.在这里我们仅对最简单的情 
形（至少有一个主特征指数是实数）给出详细证明.我们用最近才被 Turaev [75] # 
到的，在任意复杂同宿环和异宿环附近，非局部中心流形存在性的充分必要条件来 
结束本章. 

指岀在局部和非局部中心流形理论之间的许多实质性区别是很重要的.首先, 
非局部中心流形的维数与相应分支问题的退化性程度没有关系.在局部理论中，中 
心流形的维数等于特征指数在虚轴上的个数，由此得知高维中心流形对应线性化系 
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统的髙次退 化性. 相反，即使简单的（佘维 1) 大范围分支问题也未必能产生低维中 

心 流形. 大范围分支与局部分支的另一个值得注意的区别是在非局部情形，中心流 

形的光滑性并不高.事实上，它的光滑性与系统的光滑性并没有联系，—般地，非局 
部中心流形仅为 C 1 光滑. 

因此，当研究一个特殊的非局部分支问题时，我们不能直接化到中心流形 上：通 
常，精细的问题要求计算包括高于一阶的导数.此外，如果中心流形的维数充分髙， 
它的存在实际上没有给出有用的信息.相反，如果它是低维 （dim = 1，2,3, 4) 的， 
则一个将所有轨线捕获在其邻域内的低维不变流形的存在，可极大地简化我们对系 
统动力学的理解，即使中心流形仅为 C 1 - 光滑.在这种情形下，为了作些猜测，我们 
至少可考虑具有某些光滑性假设的低维模型，它必须在用到原来的非简化系统有效. 

6.1 同宿回路的中心流形定理 

考虑 R n+m ，n > 1， m ^ l 中的动力系统族 

x = F ( x ,/ x ). (6.1.1) 

假设 F ( x , M ) 关于相变量: r 和参数 / i 是 IT (r > 1) 类.也假设下面的条件满足. 

( A ) 设系统有鞍点型结构稳定平衡态 O . 假设 O 的特征指数％，•••，幻， 71 ,... , 7m ) 
按下面次序排列 

Re A n < …< Re 入 1 < 0 < 71 < Re 72 彡 ••彡 Re 7 m , 

其中假设是实数. 

此时稳定流形的维数等于 n , 而 dim = m . 由于主指数 7 l 是实数，存 
在 （ m - 1) 维非主（强）不稳定子流形 C 回忆非主不稳定流形的主要性质 

是 ，当 t — - oo 时所有位于州…中的轨线都必须与线性化系统的 Jacobi 矩阵对应 
于非主特征值（72,…， 7 n ) 的特征空间相切趋于 O , 而中的轨线必须与特 
征值71对应的特征方向相切趋于 O . 

我们也假设 

( B ) 在 /X = 0,系统具有同宿回路，即存在< — 土 oc 时趋于 O 的轨线 r (由定义， 

rc ^ n ^)- 

以及 

( C ) 同宿轨线 r 不位于非主不稳定子流形内. 

假设 （ c ) 导致轨线 r 沿着对应主特征值 71 的特征方向离开鞍点 o , 如图 6 . 1.1 
所示. 



6.1 同宿回路的中心流形定理 


• 245 • 



图 6.1-1 



条件 （ c ) 导致轨线 r 沿着对应于主特征值 71 的特征方向离开鞍点 o . 


条件 （ A) ，（ B) 和 （ C ) 起着不同的 作用： 条件 （ A) 不包含 分支： 仅仅是选择了所 
考虑的一类系统.如果 （ A) 由系统自己满足，则对附近的任何系统（即对任何右端及 
其一阶导数接近于 F 的系统）它也成立.此外,一旦在// = 0它满足，则对所有充分 
小 M 它仍满足. 

对条件 （ B )， 它不能对所有小 / i 成立.可以证明如果系统有同宿回路，则对附近 
某系统这个回路可能消失 （ W - 和可能没有交点).因此，条件 （ B) 定义 m = 0 
为参数的分支值并指定相应的分支现象（同宿回路分支). 一 般地，对右端及其一阶 
导数接近于 F 的任何系统，可存在零附近的 M 值使得扰动系统也有同宿回路. 

如同条件 （ A )， 条件 （ C) 并不带来任何退化性.它仅假设所考虑的单参数族是在 
一般位置：如果它对所给的族不满足，则总可以通过对右端的小扰动来达到，且一旦 
它满足，则对任何接近的族也满足. 

设 g 是满足❿< Re 72 的最大 整数. 回忆（见 2 .7节）在假设 （ A ) 下存在 
_光滑扩展稳定不变流形它在 O 切于对应特征值 （ A m •••，々，％)& 
特征空间 E “. 流形整个地包含稳定流形虽然它不是唯一确定的，但任 
何两个这样的流形在的任何点有相同的 切线. 另一个重要对象（见 5.4 节）是不 
稳定流形上的光滑不变叶层 P ， 它将非主不稳定流形包含在其叶片中， 
见图 6 . 1 . 2 . 

不变扩展稳定流形是在 O 的小邻域内局部定义的.但是，如果我们取的点属于 
轨线 r 的一段，这个小段属于 Wf oc ) 则包含这个点的 W ^ 0 E C 的充分小段可以用系统 
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图 6.1.2 扩展稳定流形 W aE 包含稳定流形且在鞍点切于对应于特征指数 A n ,... 的 

特征空间.流形并不唯一，但任何两个这样的流形在上有公共切线.强不稳定子流形 
唯一地嵌人上的光滑不变叶层 

的向后轨线延拓到 r 上任何前面指定点的小邻域，见图 6.1.3. 按相同的方法，用系 
统的向前轨线将局部强不稳定叶层扩展到整个不稳定流形. 



图 6.1.3 扩展稳定流形沿着接近于同宿回路 r 的向后轨线的延拓. 

由于 r 同时位于和内， r 的每一点既属于扩展稳定流形的某一片，又 
属于强不稳定叶层的某一叶片.因此，下面的要求是有意义的. 

( D ) 流形在同宿轨线 r 上的每一点与叶层^的叶片横截相交. 
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注意到条件 （ D ) 只需要在轨线 r 的一点验证就行了，因为流形 w ^ E 和叶层 P 
关于由系统定义的流是不变的.也要注意流形和叶层 P 的叶片具有互补 
的维数.因此我们的横截条件 （ D ) 是适定的.如同条件 （ C )， 这是一个一般位置条件. 

定理 6.1 如果条件 （ A ), ( B )， （ C ) 和 （ D ) 成立，则存在同宿轨线 r 的小邻域 
U 、 使得对所有充分小的 / X ， 系统 Xp 具有 （n + 1) 维 C min ~W - 光滑不变稳定中心 
流形 W aC , 使得任何不在 W aC 内的轨线当 i — + oo 时都离开 C 7. 流形在 O 
与扩展稳定特征空间相切（图 6.1.4). 



图 6.1.4 稳定中心流形 W aC . 

下面两节我们将证明这个定理.注意，由于这个问题关于时间反向的对称性，得 
知存在对应的不稳定中心流形定理，它可叙述如下.如上，假设系统在 M = 0有同宿 
回路 r . 我们修改条件 （ A )， （ C ) 和 （ D ) 如下. 

( A ，) 设点0的特征指数满足下面的条件： 

Re A n ^ < Re A 2 < Ai < 0 < Re 7 i ^ * * * < 7 m - 

此时，由于主稳定特征值心是实数，存在 （n - 1) 维强稳定子流形 C 
( C ) 假设同宿轨线 r 不在内. 


第 6 章中心流形.非局部情形 

( DO 假设在 r 上的每一点，扩展不稳定流形 W uE 与强稳定叶层的叶片横截相 
交，见图 6.1.5, 



图 6.1.5 扩展不稳定流形 W ^ E 包含且在鞍点切于特征指数 Ai ,7 i , •♦- >7 m 对应的特征空 
间.流形 W uE 不唯一.任何两个这种流形在上处处彼此相切.强稳定子流形唯一地嵌 
人在上的光滑不变叶层 

如同在上面的情形,我们可以沿着向前轨线延拓扩展不稳定不变流形，见图 6-1.6. 



图 6.1.6 扩展不稳定流形 w - E 沿着接近于 r 的向前轨线的延拓. 
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定理 6 . 2 如果条件 （ a' (b) ，（co 和 （ D') 成立，则存在同宿轨线 r 的小邻 
域 c /， 使得对充分小的/ X ，系统有 （m + 1) 维 C min( Pd - 光滑不稳定不变中心流 
形 W uC , 使得 W uC 外的任何轨线当£ — -oo 时都离开[/，见图 6. L 7 (这里 p 
是满足 p | Ai | < | Re A 2 | 的最大整 数). 流形 W uC 在点 O 切于对应于特征指数 
(7 m , … ,7 i , Ai ) 的特征空间 E ^ E , 



图 6.1,7 不稳定中心流形的逆情形. 

在定理 6.1 和定理 6.2 的条件都满足的情形下我们有下面的结果. 

定理 6.3 和 W 3 C 的交是一个二维 C min ( M ， r )- 光滑不变中心流形 W c , 

它包含对所有时间都整个地位于邻域 C / 内的所有轨线.流形在 O 与对应于主 
特征指数 (71, Ax ) 的特征空间相切. 

这个定理把鞍点- (1,1) 同宿回路的分支问题化为上的二维系统的研究（如 
果一般性条件 （ C )，( C ')，( D ),( D ') 满足).注意两个主指数是实数的条件的重要性是， 
一般地，同宿回路附近的中心流形的维数等于主特征指数（包括负的和正的）的个数， 
且当这个维数大于2时，这种回路的分支在某些情形下可相当复杂. 

对鞍点-(1，1)同宿回路的情形，二维动力学相对 简单. 尽管如此，化到中心流 
形上时仍需要小心 . 首先我们注意的低光滑性. 一 般地，它仅仅是 C 1 , 这就有可 
能在将二维结果直接转移到高维时出现 障碍. 因此，由 E . A . Leontovich 发展的同宿 
回路的二维分支理论产生越来越高的退化层次（对应于在分支中出现的极限环个数 
的大量增加).对这些情形的研究要求提高系统的光滑性，当然，参照定理6.3,在高 
维情形简单重复这个分层的朴素思想会导致不准确的结果.不像局部分支情形，定 
理 6.1 —定理 6.3 本质上包含的是定性结果而不是解析特性. 
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第二，我们注意，流形不是局部的（它不同胚于圆盘).由于在 o 它的切平 
面是主平面它局部地与鞍点主流形 w ^ c 之一重合.在 p = 0,这个流形必须包 
含同宿轨线 r 位于中的一段 r +, 以及 r 位于 w ^ c 中的一段 r ' 从 r + 的小 
邻域，的小段可以沿着回路 r 用向前轨线延拓一直到达 r -. 作为延拓结果所 
得的流形必须在这时与同一个局部流形 w x L oc 以光滑黏合的方式回到 o 的邻域，其 
目的为了形成光滑不变流形如果它保持定向，所得的黏合流形是二维圆环.如 
果它不可定向，流形是 M 6 bius 带.事实上，两种情形都有可能.因此，在高维情 
形，鞍点- ( i , i ) 同宿回路分支（一般）简化为平面上或者二维不可定向流形上的对 
应分支. 

6.2 同宿回路附近的 Poincare 映射 

在这一节和下面几节我们叙述定理 6.1 的证明，证明基于对由同宿回路 r 小邻 
域 U 内系统轨线定义的 Poincare 映射 r 的研究.这个映射可以表示为两个映射的 
叠加： 鞍点 o 附近定义的局部映射 Ti 。。， 以及沿着同宿轨线 r 在鞍点小邻域外的大 
范围部分定义的大范围映射 r gI 。， 见图 6.2.1. 



图 6.2.1 Poincare 映射表示为两个映射的 叠加： 在鞍点 O 附近沿着截面到的轨线定义 
的局部映射 T 1qc ， 以及沿着同 宿回路 r 的 大范围 部分从开始到穸 n 结束的轨线定义的大范 

围映射 T gl 。. 

在鞍点0的小邻域内引入坐标 (u,y,w), ueW 1 , yeR 1 ，- 1 使得系 

统局部地取形式 


u = Au-\- f(u ， y ， w ， fi )， 

y = iy + g{u y y,w^), 

w = Bw -I- h{u,y,w, /i), 


( 6 . 2 . 1 ) 



6 .2 同宿回路附近的 Poincar 6 映射 


• 251 • 



其中4是 （n x n ) 矩阵，谱 A = { Ai ,... , A n }, B 是 （m - 1) x (m - 1) 矩阵，谱 
丑 ={72,… ,7m}, 且 7 三 71. 我们选择某个 A > 0和 d > 0使得 


max{ReAi,-.- ,ReA n } < -A, (6.2.2) 

min{Rc72, … ,Re7m} > V > 7 - (6.2.3) 

函数/，仏/1是€7-光滑且 


(/ ，夕， ft)(o,o,o,o) = o, 


d 、 u ， y、 w ，A {^y^)=o 


(6.2.4) 


在这些坐标下，当 M = 0时，稳定流形在 O 切于空间{(2/，⑷= 0}，不稳定流形切于 
{^ = 0}, 以及强不稳定流形切于 {( u , w ) = 0}. 

在 /i = 0,同宿轨线 r 当 i — + OC 时回到位于局部稳定流形内 O 的小邻域.因 
此，对某个小 c 轨线与曲面 IMI = C 在某点 M + e 相交.记点 M 十的坐标为 
( ti — ,2/ + ，初+)，见图 6.2.1. 选择某个小 6>0 并考虑小区域 


= {| 卜 || \\{u - ,y - ,w - w^)\\ ^ S}. (6.2.5) 

由定理 2.4 得知在上有 ^|| u || <0, 即沿着中的轨线 | M | 严格递减.这 
导致对充分小 C 曲面 | M | =《与上的轨线横截相交，因此与所有附近的轨线 
横截相交.从而作为这个截面的一部分， 区域少 n 与接近于 r 的轨线横截相交,只要 
[ I 充分地小. 

由于轨线 r 不在非主不稳定子流形上（定理 6.1 的条件 （ C ))， 它沿着与2/ 
轴重合的主方向离开鞍点 o . 不失一般性，我们可以假设 r 朝着2/的正方向离开鞍 
点 O . 此时对充分小的 y - 〉0,同宿轨线在某点 M - e W ^ oc 穿过曲面忉= y -}. 记 
M~ = (u~,y~,w~). 由于在 M = 0 轨线 r 与 {y = 2 /-} 横截相交，得知对所有小 //， 
小区域 


5 out = {y = y~ f \\(u - u~- w~)\\ ^6} (6.2.6) 

是截面（即它与系统的轨线横截相交).在 /I = 0, M - 的轨线（轨线 r ) 在某个有限 
正时间到达点 M +. 因此，由轨线关于初始条件和参数的连续依赖性，对所有小的 /i 
从 M - 附近的上开始的轨线必须在 M + 附近与 S in 相交.因此，我们可以定 
义映射 T gl 。， 它将 S ° ut 上 M - 的小邻域映为穿"上 M + 的小邻域. 

从史 11 上出发的所有轨线都进入鞍点 O 的《邻域.如果轨线不属于局部稳定流 
形，它在某个时间以后离开 O 的小邻域.如果从某个点开始的轨线在属于 
5 out 的点 M 1 离开鞍点的小邻域，我们将说和 M 1 由局部映射 TU : M Q — M 1 
相联系. 

显然，对所有正时间停留在同宿回路小邻域内的轨线必须与炉和相交，即 
轨线在离开原点邻域以后必须沿着 r 的大范围段与截面横截，然后穿过冋到原 
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点的邻域，在夕 n 于某点进人这个邻域以后，它只可能在 S° ut 的某一点离开（或者对 
所有以后的时间它都停留在 O 的小邻域内，这时它属于 ^ oc ). 由定义，轨线与截面 
的相继交点由映射 r 1(3C 或者: r gl 。 相联系.因此，这里考虑的轨线与映射 r = T glo -T loc 
的迭代之间存在对应. 

因为从到的飞行时间是有限的，故映射 r gl 。 是 e * - 微分同胚.因此 
关于映射 r gl 。 必要的估计可以简单地由 Taylor 级数展开得到.我们将对大范围映 
射的研究推迟到本节的末尾，现在考虑不大平凡的局部映射的结构问题（因为轨线 
在它到达以前在 O 的小邻域内所花的时间可以无限的大，当起点趋于时 
它趋于无穷).为了克服这个困难，我们利用在 2.8 节和 5.2 节阐述过的边值问题方 
法. 

我们用 (u 0 ,y°,w 0 ) (H^ll = 0记穿 n 上的坐标，而以 WW ) 表示上的坐 
标. 设 {y = 是 的方程， {u = f (2/，w，M)} 是 的方 

程.同时令{切= <p aE [u， y ，fi)} 是局部扩展稳定流形的方程•用记通过点 
M- 的扩展不稳定叶层的叶片.设 {y = nw、 心 u 二 #-(%//)}是…的方程. 

引理 6.1 对某小 5' 存在定义在 l|u 0 - < 5, | 卜 1 - 5和0 < 

2/ 0 - r(u°^)^S f 上的函数 ui oc 和 ^ioc, 使得对两点 M 0 e S in 和 M 1 € S ^\ 关系 
A/ 1 = Ti oc M° 成立，当且仅当 


y} = u\ oc (u° , y° y w 1 , wo = w\ oc {u 0 , y° y w l , fi). (6.2.7) 


函数 Woe 和初 loc 满足下面的不等式 


占以 loc 

d{u°,y°) 

^^loc 

d/j. 

dtl\QQ 

dw l 

dw\ oc 

d(n°,2/°,/i) 

谷切 loc 

dw 1 


< Ce (7 - A+e)r , 

(6.2.8) 

<Cmax{l,e (7 - A+c)r }, 

(6.2.9) 


(6.2.10) 


(6.2.11) 

^ Ce~^^ e)T y 

(6.2.12) 


其中 C 是某正常数, A, 7? 和 7 满足条件 （6.2.2) 和 (6.2.3). 如果5充分小，小正数 e 可 
以使得任 意小. 这里 r{y 0 ,u 0 ,w\^i) 是从 M Q 到 Af 1 的飞行时间，当/ — 

时它趋于无穷，且 


07 

d { u °, y 0 ^) 


< Ce (计气 


谷7 
dw 1 


(a 


(6-2.13) 
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证明如在 2.7 节证明的，对任何正数 r > 0以及对任何小的 W ， 1 ) 存在 
系统的唯一轨线⑷，它停留在原点的小邻域内，且是边值问题 

u*(0) = u 0i y*(r) = y L , w m (r) = w l 

的解.因此从点 M G 出发的轨线在时刻 f = t 到达点 M 1 , 当且仅当 

u l = r ), 

V ° = /( OwW ^ 1 ，/^)， （6.2.15) 

W° = 1i^(0;l/ O ,2 ； 1 ， W ； 1 ， /X,T) 


(考虑到解 ( u ^, y * y w *) 依赖于边值 ( wOW )， 飞行时间 t 以及 / i 的事实 • 如在 2.8 
节证明的，它 C ” - 光滑依赖于所有变量).这里考虑的边值问题是 5.2 节考虑过的边 
值问题的特殊 情形： 我们应该按照那一节，考虑 u 为 z - 变量， ( y , w ) 为 r _变量•定 
理 5.12 的估计在这里（我们应该在 （5.2.27) 中假设 a = A 和 /? = 7 - e ) 给出 


du * 

d ( u °, r ) 


< Ce ~ x \ 





l^6y| <Ce — ， 


d(y\w^ 


( 6 . 2 . 16 ) 


(这里,我们用公式 (5.2.27 a ) 计算 { y \ w *) 在 t = 0的导数，以及用 (5.2.27 b ) 计算 W 
在 t - t = 0的导数 )• 


章中心流形.非局部情形 


如同我们在 2 .8 节讨论过的 ， r = +oo 时的极限对应于和 M 1 e W^ QC , 
即 ° C 

J/*|r=+oo == 1p a {vP, fi), 

^1r=-foc = (6.2.17) 

U * T = + QO 二 

此外， 

dy* d 妒 f Q 、 

di^7) T * - ，"’， 

dw* d<p 3 . n . / 

Wm ) — = ^ V) (w ( 6 . 2 . 18 ) 

du * = d f (v l w l u) 

diy'w'fi) T==+00 d{y l ,w l ,fiy V ' ’ • 

同时我们可以记 

= u**{r\ u 0 ,y°,w l ,ii,r), 

y 1 = y^(r; (6.2.19) 

W° = TX ；”(0; U 0 ,2/ O ， U ? 1 ，/ i ，7~)， 

其中 WW ， lT(0, 是系统边值问题 

^^(O) = u°, y**(0) = y°, = it? 1 (6.2.20) 


的解，此系统是从 （6.2.1) 通过从原点的小邻域延拓到整个空间得到的 （注 意, 
一旦 (6.2.15) 满足，解停留在原点的小邻域内，当应用 5.2 节的结果时，相关的边值 
问题 （6.2.20) 应该不用担心会受到这个延拓的影 响). 问题 （6. 2 . 2 0) 是5. 2 节和 5.3 节 
考虑的边值问题的特殊 情形： 现在我们应该将变量 {u,y) 记为 z - 变量，将 zz ;- 变 
量记为”-变量且假设 a = 7 + e 和〜此时定理 5.12 的估计（见 （5.2.26 a ) 和 
(5.2.26 b )) 给出 

< Ce (例 t 

d{u\y\^r )、° e ’ 



dw 1 


彡 C ， 





(6.2.21) 


<c 

d(u° y y 0 ,fi) 


(在这里由公式 （5.2.26a) 计算 W 在 t = 0 的导数，以及由公式 (5.2.26b) 计算 
( W ， f ) 在= 0的导 数). 
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r = +oc 时的极限在 5.3 节已经考虑过.按照引理5.3, uT * 的导数在 t = +oc 
时的极限与其图像是极限点 M Q 的常规稳定流形的函数的导数重合.由于点 AfO 属 
于在 T == + OG 的 WtAOY 它的常规稳定流形与 O 的常规稳定流形重合——在我 


于在 T == +00的 ^ oc (0), 它的常规稳定流形与 O 的常规稳定流形重合 
们的情形，它是的扩展稳定流形.因此 


dw “ 

9(w°,t/°,/x) 


d^p 


sE 




(w 0 K?i 0 ， /x) ， /i) 


( 6 . 2 . 22 ) 


由问题关于时间反向的一般对称性（见定理 5.12 证明中的附注)， V * 和的导 
数在 T = + OC 时的极限与其图像是极限点 M 1 的常规不稳定流形的函数的导数重 


合 


在我们的情形，它是通过 M 1 的强不稳定叶层的叶片因此， 


dW 

dw l 


d { xl ； uu ^ uu ) 

dw 1 




(6.2.23) 


固定对应于 M 1 e 的值沪 =? T , 我们可以视 （6.2.15) 的第 q 个方程为确 

定从 M Q 到 M 1 的飞行时间 t 的隐函数方程.我们可立刻证明导数^不为零（它 
是负数).因此，由方程 丁 

y ° = 2/^(0; (6.2.24) 

可以解出 r : 值 t = +oo 对应于 y 0 = 由于 ^ < 0,当单调增加时 

r 减少到有限值.因此，对某个充分小夂当 y 0 从 r ( A ) 变到时， 
由这个方程唯一定义的飞行时间为的函数.将 t 的表达式代入 V 和 


W 将给出需要的函数 u 〗 oc 和训 。 c (固定 y 1 = 2/一和 || u °|| 


Ml). 


由 （6.2.24) 得 


dr 

dy° 

dr 

d(u 0 ,w l y fi) 


dy* 

dr 




m 


dy* 


(6.2.25) 


为了估计这些导数，比较 （6.2.15) 的第二个方程与 (6.2.19) 的第二个方程，立刻有 


dy* dy .， 

dy 1 dy Q ’ 

dy * 


dy* dy 


(6.2.26) 


d{u° y w l ,ii) dy 1 d(u°,w 1 ,^) 


我们也指出，按照引理 5.1， 


dy ^ 

dr 


dy * . 




\m 


由这个方程以及 （6.2.25) 和 （6.2.26) 得 


dr 

0( zx o ,2/») 


dy ^ 

d{u Q ,y Q ,w 1 ,^) 


/( 


v \ m 1 - 


dy ，* 

dw 1 


b \M 


(6.2.27) 
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注意这个公式中的分母不为零（是正 数). 事实上，由于轨线 r 不属于沐-' 它离开 
原点时切于 y 轴（见定理 2 . 5 ).因此， S 的值必须比 2/- 小很多.特别地，这意味着 

y \ M ^ » II ^ IImi , 而我们的论断可由^的有界性得知（注意 2)| m 1 是正数，因为它 
事实上等于 72 T , 而 2 T 是正数 ).也 

因此，的逆^存在，这就证明了飞行时间事实上是由 ( u ^ y °, w \ fx ) 唯一 

确定•為 为负的要求由公式 （6.2.27) 得到：由定义^在 r = 0等于1，且由于 

这个导数在任何 t 都不可能为零（由于 (6.2.26) 第一个程)，因此对所有 t 它保持 
为正数. 

由关系式 (6.2.27) 和 (6.2.21) 我们得到不等式 (6.2.13). 函数叫 oc 和奶。 c 定义 
为 


u\ oc (u Q , y° y w l , fi) = w*(t(u 0 , y»); w 0 , y - ， 忉 1 ， p ， r(ti°, y°, t^ 1 , ^)), 

(6.2.28) 

^loc {u °, y °, w 1 ,^) = W(r(w 0 , y 0 , it; 1 , /i); u 0 , y 。， w 1 ，^ r(ix 0 , y 0 , 切 1 ， #))• 

我们现在可以验证由估计 （6.2.16), (6.2.21) 和 （6.2.13) 可得 （6.2.8) —(6.2.12)， 由极限 
关系 （6.2.18), (6.2.22) 和 （6.2.23) 可得 （6.2.14). 这样我们就完成了对引理的证明. 

函数叫。 c 和吻。 c 的高阶导数也可容易地用定理 5.12 和恒等式 （6.2.28) 和 
(6.2.27) 进行估计（在 (6.2.27) 中，分和仏在点的值由公式 （ 6 . 2 .1) 
计算).略去明显的计算，最后所得的结果 如下： 


引理 6.2 在引理 6.1 中下面估计 成立: 


glfcil 十 | fc 2 |+| A ： 3 f Uloc 

d ( u °, y Q ) kl dfjL k 2 d ( w l ) k3 

aifc 2 i + ifc 3 i Uloc 


< 仏“叫刊 ㈣ 卜和 卜 咖(幻 一 0)， 

彡 Cmax ( l , e (l；C2|(7+c) - A)T ), 


(6.2.29) 


g | fci |4-| fc 2 |^ oc 

3( w °, y °, fi) kl d ( w 1 ) k2 



C 

(7 e -(^-| fci !(7+ c))r 


如果 fc 2 = 0 且 | fci |(7 + 0 < Vy 
如果 *2 一 0 或 | fci|(7 + £) > rj. 


如在引理 6.1， 我们注意，这些公式中的导数都有界于一常数，事实上当 T-+OC 
时，它们的有限极限等于对应常规稳定流形的导数（见引理 5.3 后面的附注). 

引理 6.1 和引理 6.2 中的估计对我们的目的已经绰绰有余.我们将证明不变流 
形定理所需的概述为下面的引理. 


引理 6.3 我们用下面方法改变截面 S in 和上的坐标: 


2/new 




new 


= ^°- v ^( u 0 , y 0 , / i ) 在 ^ n 上， 


^iew = W 1 - 在 5 ° Ut 上 


6.2 同宿回路附近的 Poincare 映射 


• 257 • 


(我们直化交 h ^ qc 门炉和叫二 n 5° ut , 且使得交 w { f c ns in 当 a = 0时在点= 
rf |5 in 切于 {W = 0}) •点 Af 0 e 妒和 A / 1 e 由映射相 联系，当且仅当 

參 

= Uio ^ u 0 , y ° y w l , fj ,) , Wo = 议 1 OC ( U 0 ,2/ 0 , 扣 S / i ), (6.2.30) 

其中函数 WkK ： 和训。 c 现在定义在沪 e [0,^], 它们在新坐标下满足下面的不 等式： 


( C，elfcll(7+C)T, ( fc i _ 0 )’ 

d \^ Mk 2 \ w (6.2.31) 

U。，"" (:沪 II ^ ☆十， 1 ( 例) u ◦). 

所有直到 min ( g , r ) 阶的导数和连续且有界，其中”是系统的 
光滑次数， g 是满足 g 7 < r ? 的最大整数.此外 I 在^坐标下有 


loc 


U\oc(^°,0,W l = 0, WXoci^yO.W 1 ,^) = 0 


以及对 A : < min ( g ， r ) 有 


(6.2.32) 


d k w\ oc 

d [ u Q ， y» k 


{u° ^0 y w l , fi) = 0. 


由前面两个引理立刻得这个引理.此外，由 （6.2.32) 得到 


^^loc 

dw 1 


三0若 y ° = 0. 


(6.2.33) 


(6.2.34) 


现在我们考虑大范围映射 r gl 。： ^ S in . 由于从 S in 到的飞行时间 

有界（且光滑依赖于初始点)，映射 T gl 。 是 C 「- 微分同胚.由于某种原因，较为方 


便的是考虑逆映射 T ^ 1 . 乂因它也是 C ” - 光滑的，我们可以在点 M + 附近将映射 
T g To : sin ^ 5 ° ut 写为形式 




Ugio (u 0 ,y° y w°,fi) 


(6.2.35) 


其中 （ zz-(/i), f(M)) 是点 M+ 的像的坐标 . 在 /X = 0 它是点 M_ =rn5 out . 
回忆在引理 6.3 的坐标下 u - (0) = 0. dii, di 2 , 山 3 , 办 1 ，办 2 和办 3 分别为 nx(n - l)，nx 
l,n x (m - 1 )， (m — 1) x (n — 1), (m - 1) x 1 和 (m — 1) x (m — 1) 矩阵 • 函数 w g i 0 和 

Wgl 0 表示非线性项. 


中心流形.非局部情形 

回忆由假设，当 /i = 0时流形在 r 上的点与强不稳定叶层的叶片横截相 
交（条件 ( D )). 因此， lya 的延拓在点 M - 的切线与在同一点处叶片的切线的 
交是零.在这一点 W ^ c 的切线张成 r - 的切平面以及相速度向量 { u ^ w )\ M —— 
它在 M - 切于 r . 这个向量也包含在 w sE 的切线中（因为 w aE 包含 r ). 因此， w aE 
和 W ^ c 在 M - 的切线的交是一维的（它张成相速度向量).由此得知在 M - 
与 w^ c 横截相交.因此， Wf 0 ^ n s in 在映射 TJ 。 1 下的像必须与交 W^ oc n 5 out 横截. 
在引理 6 . 3 的坐标下，后者由 { tx 1 = 0} 给出 ， n S in 在 " = 0与 { w 0 = 0} 相切. 
因此,横截性条件 （ D ) 在这些坐标下化为空间 

( u ° - u ^\ 

u = ⑷ 1(0)， d 12 (0)) 

V 1/° ) 

与空间 u 1 = 0 的横截相交性，这意味着 

det ( d u , d 12 ) ^ 0. (6.2.36) 


6.3 同宿回路附近中心流形定理的证明 


为了证明定理 6.1 ， 必须在截面 S in 上建立 Poincare 映射的逆: T- 1 = TJ。 1 o 
的不变流形的存在性.我们利用定理 4.4 来做到这点（环域原理的推广). 

回忆 (见引理 6.3) 我们已经用定义在 {\\ u 0 - u ^ i \^ S , M ^ d } y°e M } 
上的函数 u loc 和灿。 c 将映射 7 W : M 0 ^ My 表示为交叉形式，其中5和 V 为某 
小量.映射 rj 。 1 由公式 （6.2.35) 给出.从这两个映射的释加得知两点 （ u Q ， y Q ,7/; Q ) 和 
( u °, y °, iD °) 由映射 T - 1 : ( u Q t y Q 7 w 0 )^ ( n 0 , y 0 , tD °) 相联系，当且仅当 


仿 0 = w \ oc { u 0 , y ^, w 1 ^), 

u l = u\ oc (u°,y°,w l ,fi), 

U 1 - U~(fi) = dn(u° - u + ) + di 2 y° + di 3 w° 4-^10(^°,2/°,^ 0 ,^), 

w l - w~(/i) = d 2 i(u° — tx+) + d 2 2y° + d 2 3W 0 + iy g i o (ii 0 ,2/ 0 ， it; 0 ， /i )， 


(6.3.1) 


其中 ( u \ w l ) 是中间点，这里点 ( u °, y °, w 0 ) 的向后轨线与 * S ° ut 相交. 

我们用下面方法扩展这里函数的定义域.首先，假设对 y °<0 有 ( u loCi w loc ) = 0, 
然后对这些函数乘上某些在 （ u +，0,0) 的小邻域以外为零的 因子： 

Uloc 一 ► Uloc * ^ 

^loc —► 扣 loc • % 
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其中 c •-光滑函数 Y 满足 



娜 s <臺， 

如果 d 



dX_ 

ds 


<3. 


(6.3.2) 


这里/9是小常数.我们可以看到这样的乘数本质上不改变引理 6.3 中的估计，仅仅 
可能出现额外的常数因子.注意到函数 u lQC 和 t /; lQC 在 （ u +， o ,0) 的 | 小邻域内保持 

相同，但它们在定义域的边界上现在是恒等于零，因此我们可以考盖它们在邻域外 
面恒等于零而不失光滑性. 

同样过程可应用于映射 TJ 。 1 ——函数 u gl 。和％ lc 可以在点 （ u 0 = u ' 2/ 0 = 
0, = 0) 的 g 邻域外进行修改，使得它们在与那点距离为 p 处为零，这允许我们 
假设了 gT 。 1 对所有的«，都有定义.回忆 u gl 。和％。是非线性函数，因此, 
如果 P 充分小，则修改后的映射 rj 。 1 处处非常接近于它的线性部分. 

特别地，这意味着（由横截性条件 (6.2.36)) (6.3.1) 中的第三个方程可将 （ t / 0 , y 0 ) 
解出 如下： 

« y 0 ) = f ( u \ w °, / i ), (6.3.3) 

其中 / 是某光滑函数，它的所有导数一致有界.因此， (6.3.1) 中的第四个方程可重写 
为形式 

*^1 = (6.3.4) 

其中 p 是光滑函数，它的导数一致有界.将最后一个方程代入 （6.3.1) 的第二个方程， 
我们得到 

u l = ui oc (u°, y°, g(u\ w°, ^), fi). 

由于 ^ 对小的 # 趋于零（见引理 6.3), 可以取 p 足够小使得这个导数对修改函 
数叫 。 c ^致地小.因此从上面的方程可以将 u 1 解出， 


ui = u\oc { u °, y °, 


(6.3.5) 


其中函数本质上满足与函数 Wk ) C 相同（由引理 6.3 给出）的 估计. 

将这个表达式代入 （6.3.3) 以及 (6.3.1) 的第一个方程，可将映射 r - 1 表示为交 
叉形式 


= F(iu 0 ,(it 0 } y 0 )), 

( ti °, y °) = G { w °,{ u °, y 0 )). 


(6.3.6) 


我们可以看到，利用引理 6.3 的估计，函数 F 和 G 满足定理 4.4 的条件（在定理下 
面给出的弱光滑的条件下，注意到函数 u l<5C 在# = 0不光滑).因此，我们立刻有 
C mi n ( g ，”，）- 光滑流形= 作' y ' 的存在性，它关于修改映射: T - 1 是不变的. 
函数 (/>• 对所有的 U Q ， #， Zi 都有定义.由于修改映射与原映射 r- 1 在沪 > 0 的 
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( W ' 0, 0) 的小邻域内重合，故上面的流形与这个定义域的交是原映射的光滑不变 
流形 • 

由构造（见 4 . 2 节的环域原理的证明)，任何点的修改映射 r - 1 的向前迭代都指 
数式地收敛于我们找到的“大”不变 流形. 故所有向后迭代处于这个流形的有界距 
离内的点都必须位于这个流形内.利用原来的 Poincare 映射 T ， 这意味着所有其向前 
迭代位于点 （ a ， 0, 0) 的小邻域内的轨线必须属于“小”不变流形. 

从截面上的这个流形中的点出发的轨线集是所考虑的微分方程系统的不变流形 
(我们应该选择停留在同宿回路小邻域内的轨线段).由构造，这个流形包含对所 
有正时间都停留在 a 内的所有轨线.特别，它包含交点 O 也必须包含在 
所得的不变流形内.注意，上面不变流形的光滑性得自己被证明的它与截面况 n 的交 
(除了在平衡态 O 外）的处处光滑性 . O 处的光滑性必须分开验证，但我们在这里避 
免了它的完全证明，因为它与我们的目的无关.在这里我们仅指出所得的不变流形 
局部地与扩展稳定流形 ( O ) 之一重合，由此得知在 O 处的光滑性. 

6.4 异宿环的中心流形定理 

我们已经证明的同宿回路的非局部中心流形定理可以直接推广到一类异宿环. 
就是说，假设光滑依赖于某个参数向量 M 的 - 光滑动力系统族 

x = X ( x , ! i ) (6.4.1) 

有几个鞍点平衡态 Ow ， O fc , 它们满足上一节的条件 （ A ), 即对每个鞍点主正特 
征指数是实数且是 单的. 设每个 A 的稳定流形是 n 维，不稳定流形是 m 维.假设 
在 M = 0,对每个 i = 1，". ，fc, 存在交 W u { O i ) r \ W 9 { O i ^ 1 ) (相应地，对 i = A : 是 
W u (0 k ) r \ W 9 (0 1 )) 的轨线 IV 

轨线称为异宿的，因为 t — - oo 时它趋于认（它位于 W u { Oi ) 内)，而 （—+oo 
时趋于另外的平衡态 O i+ i (它位于 W s ( O i + l )). 并 C = Oi Un U 0 2 U … UO/k U 
称为异宿环或者异宿回路.注意， 一 般来说 fc 个独立控制参数 mi , ••- 对系统有 

k 个异宿轨线环是必要的. 

对轨线我们加上由上一节的条件 （ C ) 和 （ D ) 给出的相同的一般性条件.即 

对每条异宿轨线1\，假设它不在非主不稳定子流形上，且假设扩展稳 
定流形 W sE { O m ) 在异宿轨线 r \ (对每一个 i = 1，…， A :) 的每一点与的 
强不稳定叶层的叶片横截 相交. 

定理 6.4 存在异宿环 C 的小邻域 E /， 使得对所有充分小的 / i ， 系统有 （n + 1) 
维 a - 光滑 1 不变的稳定中心流形使得 t — + oo 时任何不在中的轨线 

~ 1 对所有的整数^必须满足9 ^ r 以及 < Re ^ ,其中 7 l ( i ) 是的主正特征指数， 
是下一个正特征指数. 
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都离开 C / •流形在 Oi 切于扩展稳定特征空间 £ sE { Oi ). 

这定理的证明与定理 6 .1 相同.我们可以在 O ifl 附近对每条构造局部截面 
4?. 然后考虑 Poincare 映射的逆7；:必 — (映射7；是由系统的向后轨线 
定 义). 映射7；可以如6. 3 节用的同样方法确切地修改，这样它们可写为交叉形式 


^ i-l = K (叫，(公 i - i ， 仄一 i )， aO , 


(6.4.2) 


其中 u ；- 变量属于\ { u , y ) -变量属于 5 T ， 函数 F u Gi 满足定理 4.4 的条件. 
可以验证用 x =(切1，...，叫）和 y =((以1，扒)， •" ,( u fc , y fc )；/ i ) 表示的关系 (6.4.2)( 与 
人为方程 // = /i 一起）定义了交叉映射 


^ = F{x,y), 
y 二 G(x,y), 

它满足定理 4.4 的条件.因此，存在下面类型的光滑不变流形 


(6.4.3) 


(«；!,-•• , w k ) = ^((^1, 2/1)，...，(叫， J / fc )； m )* 

此外我们还需要 一点： 每一个叫在这里应该仅仅依赖于 ㈤ ， yi ，/ i ). 这些依赖性的 
图像£了在扩展 截面& >上可定义不变 流形： 

TiC ： = £：^. 

为了证明映射 （6.4.3) 的不变流形有要求的结构，只需指出定理 4.4 得到的不变流形 
是任意 Lipschitz 流形迭代的极限.因此，如果将 （扣 1 = 0,…，叫= 0) 作为初始猜测 
流形，它实际上分别代表在上独立曲面的集合，于是问题的本质恰好 
是所有的迭代都有相同的结构.因此它们的极限也有相同的结构. 

导出的曲面与截面 Sf 原来的局部片的交定义了原来 Poincare 映射的不变 
流形.故从这些曲面中的任何一个出发的轨线的集合就是系统本身所要求的不变流 
形. 

注意到通过改变时间方向，我们就得到对每个弘主负特征指数是实且单时类 
似的中心不稳定流形定理，以及正和负主特征指数都是实且单时的二维中心流形定 
理，如在 6.1 节对同宿回路所作的一样. 

在一大类可能的异宿或同宿结构中，所考虑的异宿环代表的是最简单情形之一. 
例如，单个鞍点平衡态可以在某个 M 值（在双参数族内）有多于一个同宿冋路.在这 
里我们区分两个一般 情形： 

• 8字形同宿 ——同宿轨线和 r 2 从相反方向进入鞍点，如图 6.4.1 所示， 

• 蝴蝶同宿 ——同宿轨线 h 和 r 2 沿着同一个方向（负 o : 方向）回到 O , 所以它 
们在 O 处彼此相切（当 t — + oo ) 如图 6.4.2 所示. 
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图 6 . 4 .1 8字形同宿，对此，非一致性条件 满足： 分界线 h 仅与它的强稳定叶片相交，而叶片与 
分界线 r 2 不相交. 



图 6.4.2 蝴蝶同宿由两个回路 n 和 r 2 组成，它不满足非一致性 条件: 位于平衡态附近任意点 
Pi GT! 的强稳定叶片与某点 P 2 € r 2 的强稳定叶片重合. 


注意,这两种情形对应条件 （ C ) 成立时的两类同宿轨线：它们都不属于因 
此沿着主方向即2/轴离开 0. 

假设横截性条件 （ D ) 对两类同宿轨线 （见 6.1 节）满足.再次用上一节的构造 
我们可以证明下面的结果. 
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定理 6 . 5 存在8字形同宿轨线的小邻域 t /, 使得对所有充分小的仏系统具有 
(n + 1) 维 - 光滑不变稳定中心流形 W aC , 任何不在 W sC 内的轨线当 t — +oo 
时都离开 ？/■ 流形在 O 与扩展稳定特征空间相切. 

同时,在蝴蝶同宿轨线附近显然在 O 不可能存在与 f - 5 相切的 （n + 1) 维光滑 
不变 流形. 事实上，这样的流形与 W u (0 ) 的交将是一维且必须包含同宿轨线厂和 
r 2 . 因此得知，光滑系统在不变流形上有具非光滑不稳定流形（它必须是一维且包含 
两条彼处相切于 O 的轨线）的鞍点平衡态.这对结构稳定鞍点是不可能的. 

我们看到，在非局部中心流形定理的证明中事实上起着至关重要作用的横截性 
条件 （ D ) 并不总是充 分的. 然而，在任意复杂的同宿或异宿环附近,非局部中心流形 
定理存在足够简单的充分必要条件. 

设 C 是有限个平衡态0 15 0 2 ，...，周期轨线 L l 5 L 2 ，…以及同宿/异宿轨线 
r\,r 2 , … 的并 — +OC 时每条 r s 趋于某些轨线或&且当 < — -oo 时 
趋于同一个或另外的轨线 Oi 或 Li (因此， r s 位于对应轨线的稳定和不稳定流形的 
交内.在结构不稳定平衡态或周期轨线的情形，我们应该考虑中心稳定或中心不稳 
定流形).我们称任何这样的集合 c 为异宿环. 

假设下面的三分条件 成立： 

存在非负整数 k^l, m , n ( A : + m + n =相空间的维数）使得异宿环中的每个 
平衡态或周期轨线，对某正数苽和劣怡有 fc 个特征指数 A 位于长条 

一劣 < ReA </3^ 

内（这是谱的中心部分)， n 个特征指数位于这个长条的 右边： 

ReA 

以及 m 个特征指数位于这个长条的 左边： 

Re A < — /3f. 


可排列为 

Re A aa < 一敗 < ReA c < 咒 < ReA UM . 

更精确地，考虑到中心部分与强稳定和强不稳定部分之间的空隙，可写为 

Re A " < —/ 3 《 s < - 0 ^ < ReA c < ^ < ReA uu . (6.4.4) 

其中 > ^ > >0. 

分离值 A Xt 环中不同的平衡点和周期轨线可以不同.一个重要的要求是属于每 
个谱部分的特征指数的个数 fc , m，n 与特殊的轨线无关.注意个数 fc ， m，n 并不由 
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系统唯一确定.例如，如果环仅包含一条回归轨线，即鞍点周期轨线/：，则原则上，我 
们可以考虑 L 的所有特征指数为临界的，这时 m = n = 0而 fc 等于相空间的 维数; 
或者我们可以考虑所有具负实部的特征指数强稳定，具正实部的特征指数强不稳定 
而仅有一个等于零的平凡特征指数是临界的情形（即= 1). 其它各种对应于 A : 的 
中间值的情形也是允许的. 

当研究具体的高维大范围分支问题时，虽然并不显然,但特征指数谱的这样的分 

法总是可以办 到的. 通常将主特征指数取作为临界的，非主的作为强稳定和（或者) 
强不稳定的. 

我们用另外的要求来限制对三分法的不同选择.就是说，假定对在环 C 中每一 
个同宿/异宿轨线 r s 横截条件成对地满足. 

这些条件类似于 6.1 节的条件 （ D ) 和 （ D '). 按照定理 5.16, 定理 5.17 和定理 
5.20, 当 t — + OC 时趋于平衡态 R 或者趋于周期 轨线心 的轨线1\，位于或 A 
的 （m + A :) 维扩展稳定流形内，并且通过的每一点存在唯一确定的 m 维强 
稳定叶层的 叶片； 在 r , 每一点 W ^ E 的切线也唯一确定.类似地，当 f — -oo 
时异宿环中的轨线 r s 趋于某平衡态或者趋于周期轨线心，由此得知1%位于 
Oj 或者•的 （ n 十 fc ) 维扩展不稳定流形内（在 r s 的每一点的切线是 
唯一确定的)，以及通过 r s 的每一点存在唯一确定的强不稳定叶层的 n 维叶 
片.流形在或 A 与对应特征指数谱的临界部分和强稳定部分的线性化系 
统的扩展稳定不变子空间&4 相切. 流形在 或心与 对应谱的临界部分和 
强不稳定部分的扩展不稳定不变子空间相切.叶层尸3包含强稳定流形，它在 
或 A 切于强稳定不变子空间£〃，并且叶层：包含强不稳定流形，它在 o , 或 
Lj 切于强不稳定不变子空间 £^. 

横截性条件是： 

在每条轨线 T S CC 的每一点，扩展不稳定流形与强稳定叶层的叶片横截相交， 
以及扩展稳定流形与强不稳定叶层的叶片横截相交. 


注意到由于子空间关于线性化系统的不变性，横截性必须在每条轨线 r 8 的一 
个点得到验证 . 

特征指数谱的分法的不同选择导致包含于上面横截性条件中的不同流形和叶层. 
对我们的一些选择横截性可能成立，但对有些则可能不成立.因此在不同可能的三 
分法中这些条件会作出进一步的选择. 

定理 6.6 设 g 和 p 是使得对环中任何平衡态或者周期轨线，满足成 - > 
> PPt 的最大整数（诸3是 (6-4.4) 中的分离常数). 

设 e * - 光滑系统 （r > 1) 冇异宿环 C ， 且设三分条件和横截条件满足.则在 C 
的小邻域17内，系统有包含 C 的 fc 维光滑不变流形 W c , 它在 C 的每一个平衡态 
和周期轨线与临界子空间£ = £ 9 E r \£ uE 相切，当且仅当局部强稳定和局部强不稳 
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定叶层的任何叶片与集合 C 相交不多于 一点. 在这条件下，流形对任何 C 7 - 
接近于原系统的系统存在，且它关于系统连续变化. 

流形 W c 是 C min ( p ’ 9 ， r ) - 光滑的.它是 （m + A ;) 维 C min ~， r )- 光滑不变流形 
和 （n + A :) 维 - 光滑不变流形的交，它们在异宿环 C 7 的每个平 
衡态和周期轨线分别切于扩展稳定和扩展不稳定不变子空间和 S - E 对所有正 
时间停留在邻域 t / 内的所有轨线属于 W ^ c , 对所有负时间停留在邻域 [/ 内的所有 
轨线属于 W uC . 因此，所有停留在 f / 的轨线整个地属于不变流形 W c . 

我们不准备给出这个定理的 证明. 这一章前面的几个非局部中心流形定理为其 
特殊情形.例如，当我们考虑单个同宿回路时，强不稳定流形是强不稳定叶层的特殊 
叶片.如果同宿轨线位于这个叶片内，形式地讲，它与叶片相交于连续点，这些连续 
点妨碍光滑不变流形的存在性.因此，条件 （ C ) 和 （ C ') 对 6.1 节中的定理的成立是 
必须的. 

当我们考虑一对同宿回路时，强不稳定叶层的叶片是 6.2 节坐标下的一类曲面 

[u ， y) = $(w). 

我们可以直化叶层使得叶片是曲面 {y =常数 } 与不稳定流形的交.在8字形同宿的 
情形，对应?/〉0的每个叶片交同宿轨线于一点，而对应 y <0 的每个叶片也交于 
同宿轨线 r 2 仅一点.强不稳定流形即对应 y = o 的叶片交同宿环 c = 0( jri ( jr 2 
于点 O . 因此，8字形同宿轨线附近，关于非局部中心不稳定流形的存在性的定理 6.5 
与定理 6.6 的一般结果是一致的. 

相反，在蝴蝶同宿的情形,对应正 y 的每一个叶片与两条同宿轨线相交.因此我 
们前面关于不存在光滑不变流形的结论与后面的定理在形式上是一致的. 
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在研究由鞍点以及它们的连接轨线组成的同宿回路分支和异宿环分支时，我们 
碰到在鞍点平衡态附近系统解的适当渐近问题.显然在平衡态附近系统的形式越简 
单，就越易于研究它的性态.将系统在鞍点附近化为适合于许多分支问题的好形式 
的可能性由 2.9 节的定理 2.17 建立，我们在这里叙述它的完全证明. 

考虑依赖于某些参数 M 的动力系统族 X (/ x ). 假设 X (/ x ) 对所有变量和参数是 
C " -光滑 （ r 彡 2 )的.我们可将 X ( fi ) 表示为形式（见第2章） 


x = Ai(/i)x -f fi(x,y,u y v t /j>), 

V = + gi(x,y,u y v, fi), 

v = B 2 {^)v g 2 {x,y,u,v,^), 


其中分块对角矩阵 


綱氺 1 ⑼ 

V 0 


0 

戊⑼ 


的特征值位于复平面虚轴的左边，分块对角矩阵 


5(0)- 


历⑼ 

0 


0 

b 2 (0) 


的特征值位于复平面虚轴的右边. 

我们也假设矩阵 糸⑼ 的特征值 ， A mi ) 有相同的实部，即 


(A.1) 


Re 入 1 =…= Re A mi = A , A < 0, 
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矩阵历⑼的特征值 ( 7 1 ,-* , 7 nJ 的实部彼此相等，即 


Re 7 i =…= Re 7 m = 7 ， 7 > 0. 


关于矩阵冯⑼和 B 2 (0) 的特征值，假设烏 (0) 特征值的实部严格小于 A ， B 2 (0) 的 
严格大于 7. 在这种情形下，: r 和 y 分别是主稳定和主不稳定坐标， u 和 V 是非主坐 
标. 

定理 A .1 存在关于（: c ， w ， ?/， 〃） 为 C r - 1 类的局部坐标变换（变换关于 （ z ， u ， y ， 
的一阶导数对 Or ， t /, y ， v ，/ i ) 是 C "- 2 的)\将系统 ( A .1) 化为形式 


x = Ai ( fj,)x + /n(x, u ， y ， v , fi2 ( x , u , y , v , fi ) u , 

^ = M { n)u H - f2i ( x y u , y y v , ")x + / 2 2 ( x , u , j /, v , fi ) u y 

V = Bi (/i)y + 分 11 ( 工，％ 2 /，％ ^)y-\-g\2{x,u, y,v, fi)v, 

v = B 2 (/x)v + g2\(x, u y y, v y fi)y -|- ^ 22 (^, u, y, v, fi)v, 


( A .2) 


其中 / ij •，夕关于 （ X ， u , y ， v ) 是 C r _1 的，它们关于 ( x , u , y , v ) 的一阶导数对 ( x , u , y , v , fi ) 
是 C — 2 的，并且 


/i j (0,0,0,0, / x ) = 0， gi j (0,0,0,0, / x ) = 0, 

/ H ( x , u ,0,0,/ i ) = 0, ^ ii (0,0, y , v ,/ i ) = 0, ( A .3) 

/ii(0,0,y,i;,/i) = 0, = 0 (i,j = 1,2) 


证明用鞍点不变流形直化的变量变换将系统 ( A .1) 化为 （ A .2) 的形式.这个 
变换有形式（见 2 .7节） 


x = X - ipi 9 ( y } v y fi ), 

u = u - p 2 s ( 2 /， v ，/ x )， 
V = V- Kx,u ， fi )， 

v = v - Kx ， u ， fi )， 


( A .4) 


其中 {rr = ( 2 /, v ,/ x),u = if2a { y , v , / x )} 和 {y = 7 pi u ( x , u , fi),v = ^ 2 u { x , u ^)} 分别 

是鞍点的稳定和不稳定流形的方程.这个变换没有给我们恒等式 （ A .3). 到目前为止 
我们得到在 ( A .2) 中的函数和讲，•是 C — 1 - 光滑且在原点为零. 


1 在 


时，变换关于 （ m ， y ， v ) 是 C °° 的，但是对 M 只有有限光滑性. 
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我们也可将系统 ( A .2) 重写为形式 


土 = ^1 ⑻工 + 丑1 (工，， 〆 )切 1 ( y ，， ^) x -\-( f 2 { y , ”，♦ + •••， 

* = i4 2 (/x)u-h R 2 {x y U, fi) + (P 3 (y ， V t fl)x + If 4 (y ， v ， fj)u + …， 

(A.5) 

y = Bi Gu)y + Pi{y,y } ^) + ^i(x,u,n)y + 分 2 ( 工， w ， /x)v + . • • ， 

心 =B 2 {^)v -h P 2 {y } v,fjL) -f 03(x ， u ， + 分 4 (x ， u^)v-\--- ， 

其中 

Ri = fil (x, W, 0,0, fi)x -f j i2 (x, w, 0,0, mK 
p i = 9n (0,0, y, v, /x)y + 9i2(0, 0, y, v, fi)u y 
= /ii(0,0 ， y ， w ， M )，^2 = /i 2 ( 0 , 0 ， y ， v ， Ai )， 

^3 = / 2 i( 0 , 0 , 2 /,v, /Lfc), (P4 = , 22 ( 0 , 0 ， y ， v ， /i), 

分 1 = ^n(x,7X,0,0,/i), lp2 =9l2(x, U,0,0,/x), 

03 = g2l(x, U, 0, 0, /i), 分 4 = 夕 22(X ， W ， 0,0 ， /i) 

以及 

Ri(x y u,fi) = Rii(x y u } n)x -f Ri2(x y u y fi)u y 

Pi{y^^) = Pn(y, y^)y -f- 巧 2 ( 2 /，％")”， 

/?, j(0,0,/i) = 0, Pij(0, 0 y /j.) = 0, 

^( 0 , 0 ,/i) = 0 , ^( 0 , 0 ,//) = 0 , 

省略号表示后面我们将称为可 以忽略 的项： 在前面两个方程中它们是满足 

/(0,0,2/, V， ") e 0 和 f{x,u, 0,0, /i) = 0 
的形如 /(ar ， ii,y ， t; ， p):r 和 f(x ， u ， y ， v 、 fi)u 的项，在后面两个方程中它们是满足 

y(0,0,y,v ? /x) = 0 ffl g(x,u, 0,0, /i) = 0 

的形如 々 (:r ， u ， 2/,w ， /i)2 /和 gix.u.y.v.i^v 的项 . 

显然，这个定理的证明化为消去 （ A.5) 中的下划线项 . 为了去掉这些项，我们将 
执行一系列连贯的变量变换 

( 1 ) 

ii =x + /ii(y,t;,/i)x , 《2 = w + /i2(y, 幻 , M) 工， 

m = y, m = y, 

其中 /ii(0,0,/i) = 0; 
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( 2 ) 


⑶ 


《1 = 工， 6 = Uy 

Vi = J / + 5 i ( x , u , fi ) y , r\2 = v + s 2 ( x , tx , / x ) y , 

其中5»(0, 0, fi ) = 0; 

6 = x + ri ( x , u ,/ i)x -f r 2 ( x , n , / x ) u, 《2 = 乜， 



” i =2/， 

其中 r 1 (0,0,/ i ) = 0, r 2 (0,0,/ i ) = 0; 以及 

《1 = 工， 


V2 = V ， 


《2 = 以， 


Vi = y + pi(y ， ” ， 沁 y + P2(y,v ， fi)v ， in = v, 

其中 pi (0,0，/ x ) = 0， p 2(0,0，/ x ) = o . 

变量变换⑴去掉系统 ( A .5) 中的项 A 和 p 3 . 用变量变换 （2) 消去项咖和 
咖.用变换 （3) 消去 项扎. 最后用变量变换 （4) 消去项巧，因此原系统化为我们所 
要求的形式. 

第一步. 我们作坐标变换 （1). 系统 ( A .5) 的第一个方程写为 


6 = x + -^-v x + + h i(y， v ，A 士 

= Ai (fi)x + Ri{x,u,fi) + (fi(y,v,fjL)x -f (p 2 {y,v^)u 


(Si ( m )2/4- Pi (2/, v ,/ i ) 

4-^- ( B 2 (/ x)v + P 2 { y , v ^) + 分 3 pr ， tt ， fi)y + ^ 4 { x y u , fi ) v ) x 

- \-hi(y,v,fj) (Ai(fj)x + Ri(x,u,^l) + ipi(y,v y ^)x -f (f 2 (y,v^)u) + … • 

注意到带下划线的被加项 

免姑 fi ) yx ， 每 xMpc ，' n ) vx , 令■械 x 、 u ， fi ) yx , 

沒 /l 

—^ Tp ^( x , u , fi ) vx , hi ( y , v } ^) Ri ( x , u ,^) 
ov 

是可被忽略的（即它们可以写为 / i ( x , u , y , v , fi ) x -^ f 2 ( x , u , y , v , / i ) u , 其中 / i ( 0 , 0 , 2 /, i ;,^)= 
0 以及/»(^,^0,0,/2) = 0).我们也指出 


+ ip x ( x , u^)y + rp 2 、 x , u ， fi ) v ) x 


( A .6) 


Rl ( x y U , fl ) — + …， 
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如上，其中省略号表示可忽略的项.由于 


怎 =& 一 hi(y ， v,fi)x, 

^ = 6 - h 2( v ， v ， p )， 

我们得到 

# 

6 = A l (/^)f 1 +* Rl ( fl ， f 2， M )+ 

+ [-^1 (/x)hi (y, v, fi) + (px (y y V, /i) - ^2{y,v^)h 2 {y,v^) 

+ 势(氏 ⑻ y + 尸办， v ，/ x )) + 货 { B 2 {^)v + P 2 ( y ,^,/ x )) 

+々1 (2/， ％ + h 1 、 y ， v ， v , fi ) 

一 hAy ， v ， fi ) ip 2 [ y ， v ， jj ) h 2 ( S /， u ，/ x )) z +/ i 1 ( T 7 1 ，7? 2 ，/ z ) y ? 2 ( r ; 1 ，7? 2 ， A )《 2 + •. • • 

类似地，我们得到 ( A .5) 中第二个方程 

i2 = u-\- ^-vx + h 2 {y,v,fi)x 

=M(ji)u + R2(x 、 u ， 〆）+ ip 3 [y,v ， fi)x tp 4 (y } v, fi)u 


( A .7) 


( A -8) 


or 

+ g {B 2 v-ir P 2 (y ， v,^))x 

+"2(2/ ，”， M ) {M ⑻ x + Pi (2/， ％ 咖 + 外 (2/， ％ ^) u ) + ••• 
= 乂 2《2 + 尺2(《1，《2, AO + < P 4(”1，^2， M )《2 

-\-[-A 2 (fi)h 2 (y,v, ju) 4 -(^ 3 (y,^,/i) - (p 4 (y ， v ， p)h 2 


( A .9) 


dh 2 

dy 




2 


dv 


( S 2 ⑻ v + jP 2 ( y ， v ， M )) 


-\-h 2 {y,v,^)A 1 {fi) -f- h 2 {y,v^)^i{y,v,ii) 
—h 2 {y ， v ， fx)h 2 {y y v,fi)]x 


+ " 2 (矾，伯，咖 2 (” 1 ， 7 ? 2，")《2 + 


• • • 


第三个和第四个方程的形式在这样的变量变换下不受影响. 

假设函数和 ^2( J /， u ， aO 满足下面的条件 

Aihi - hiAi — V 7 ! + ^ 2^2 — hi^pi ■+• /ii^2^2 = 丑 12/ + A) + ■(丑 2” + 巧)， 


乂2九2 — ^2^42 — P 3 + #4^2 — 九 2 fl + / l 2^2^2 


dy 

dh 2 

dy 


dv 


( B 1 y + P l )^^( B 2 v ^ P 2 ). 


( A .10) 
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由此得知 （ A .8) 和 （ A .9) 中方括号内的表达式为零.接下来考虑下面的矩阵方程系 
统 

零 

X = A\X — XA\ 一 pi + <f2U — X(fi\ + 

U = A2U — U A\ —外 + — U(pi + U P2C /， 

• d D ( A . 11 ) 

V = Biy-f- Pi, 

V — B 2 V + P2. 

这里，矩阵 X e 和 f / e 其中 m 2 是向量 u 的维数.系统 （ A . ll ) 有 

平衡态 OdOjjj ). 其线性化系统是 

文； — XAi - ^-(0,0,/ x )2 / - (0,0,/ x ) i ;, 

U = A 2 U - UAi - ^^(0,0,/z)y— ^p(0,0,/i)v, 

y = B x y , 

v =： B 2 V. 

这个系统的特征指数的谱可以表示为下面相应线性算子的谱的并， 


X ^ A x X - XA U 
U ^ A 2 U - UA U 

V ^ Biy y 
v ^ B 2 V. 

现在回忆矩阵理论中熟知的事实（见[39])，就是说，对任何方阵4和算子 Z ^ 
AZ^ZB (其中 Z 是长方形矩阵）的谱属于矩阵4和 B 的特征值之间所有可能的 
差所组成的数集. 

于是，由于矩阵也的特征值位于 矩阵戾 特征值的左方，而后者都位于直线 
Re = A ±, 由此得知当 ii = 0 时系统 （ A .11) 的平衡态有 m ? 个特征指数在虚轴上， 
m 1 . m 2 个特征指数在左半开平面， n ： + n 2 = n 个特征指数在右半开平面.因此，系 
统 ( A . ll ) g 平衡态有由方程 {X = h 认 y ， v 々 ),U = h 2 { y , v ^)} 定义的 n 维强不稳定 
不变流形 Wr - 此外，函数 /^ ywO ) 和 h 2 ( y ， v ，0) 满足条件 （ A .10)， 因为这些正是 
流形 {X = / ii ? (/ = / i 2 } 关于 （ A . ll ) 的不变性条件 • 

h 和 h 关于 ( y , v ) 的光滑性与系统 （ A . ll ) 的光滑性相同，都等于 C ^ J , 因为 
由构造，函数 A 和也是 C 〜 1 .而关于 / i 的光滑性减少1，此外，即使 r = oo 它也 
仅为有限光滑（见 5.4 节). 

因此，由强不稳定流形定理，满足 ( A .10) 的光滑函数 h u h 2 存在.在作了变量 
变换⑴以后我们的系统取 ( A .5) 的形式，其中 a 三0和仰三 0. 
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第 二步. 执行变换 （2) 我们得到 

豢 

6 = -4l(/^)6 + 开 l(6 ， f2 ， M) + P2(77l ， r/2，")《2 + ...， 

霉 

= 乂 2(")《2 + 丑 2(€ l ，€2， M ) + P 4(”1，”2， M )《2 + …， 

• • dsi • dsi . . 、 

Vl = y +~^ xy + ~du uy + 5i ^ XjU? 

= Bi{^i)y -h Pi(y,v,fi) + 如 (X ， w，+ 分 2 (rc ， u ， fi)v 

+ (Ai(/x)x + H- {A 2 {ijl)u^- R 2 {x,u,^))y 

+si(x,w,/i) (Bi (/i)y + 如 (x ， u^)y -^7p2{x,u, n)v) + … 

= + Pi (m , 772, M) + V 2 ( 6 , 6 , fi)rn 

+ [—Bi ( m )5 i ( x , U y fl ) + i)i ( x f U f / i ) 

^S-\ 

—02( a :， u ，/ i )52( x ， w ， M ) + — ( Ai (/ i)x 4 - i ? i ( x , w ,/ i )) 

q s 

[M{^)u -K R 2 (x, u, fi)) -f Si (x, u, ii)Bi (/2) 
-fsi(x,w,/i)^i(a:,u,/z) - si(x y u, /i)0 2 (a：, u, ^)s 2 {x, u : fi)]y 


V2 


+ 5 1(《1，《2，/^2(《1，《2，")”2 + ."， 

心 + + 5 2 ( x , w , / x)y 

丑 2 ( M)v + P 2 (y,v,fi) + $ 3 (x,u, ^i)y 4 - # 4 ( X ， w ， ^i)v 

Q S ds 

+ 古 (Aix-h R\{x,u, fi))y-\- (A 2 u-h R2(x,u ， /x))y 

+S2(x ， u ， a) [Bi (/x) 2 / + (x, u, fi)y -f ^2 {x, u, ^i)v) H - 

丑2% + iMm ， 仍， M ) + 分4(6，心，/^/2 

+ [-B 2 (fjL)8 2 (x y u, fi) 4- rh[x ， u,fi) — 7p 4 (x, n, ti)s 2 

q 8 ^3 

+ 瓦 (Ai (fj)u 4 - Ri{x,u,fi)) -f — (A 2 (h)u + R 2 (x,u,fi)) 

+s 2 (x ， w ， /i)Bi(/z) + S 2 {x,u^)xp 1 {x, U, fi) 

一 52(2, Uyfl)ip 2 (x y U, fl)s 2 (x, U ， / i)] 2 / 

+^2(^1, (Cl ? ?2j -H ** * - 


选取函 数 Sl 和 S 2 使得方括号中的表达式变成恒等于零，即 


占 5 dS\ 

B\S\ — SiBi 一 *01 + 02 沒 2 — 51 嗲 1 + 51^2^2 = -^(AiX 4 - i?l) + -q^{A2U -f- /?2 )， 

q 8 Q S 

B 2 S 2 - ^2^2 — *03 + 04 s 2 一 沒 2*01 + 52*02^2 = ~Qx^ lX 丑 i) + ~Qu^^ U 只 2). 


(A.12) 



_ 附录 A 鞍点平衡态附近系统的特殊 形式 -273 - 

为了证明这样的以和 S 2 存在，考虑矩阵系统 

x = A\X H- R\ y 
u = A2U -f /?2» 

. (A.13) 

Y = B\Y — YB \ — + 42V - + y 

v = B 2 V - VB X - 03 + xp A V- Vin 十 v^ 2 v, 

其中 Y e R n ? 且 R nin2 . 对所有小 M 这个系统有平衡态0 2 (0,0,0,0).其线性化 
系统是 


X = 

= A\x 



u = 

= Mu, 



y = 

= B X Y -YBx - 

- 尝 (0 , 0 ’ 咖 _ 

-du (0 ，°， M)U ， 


= B 2 V - VBi - 

-尝 (0,0 ， /x)x- 

~(o,o, m k 


在 M = 0 处特征指数的位置 如下： n ? 个特征值在虚轴上， rnn 2 个特征值在虚轴左 
边，以及 m 个特征值在虚轴的 右边. 因此，系统 （ A .13) 具有由 {F = 5 l ( x , u ,/ i ), V = 
S 2( x y u , fj >)} 定义的 m 维强稳定不变流形 W2 8 . 

我们已经找到了满足条件 （ A .12) 的函数和 5 2 ( x , u ,^). 因此变量变 
换⑴和 （2) 使得系统 ( A .5) 满足 (pi = 0, ( p 3 = 0,如三0 和 也三 0. 

第三步.为了作变量变换 （3)， 我们引人记号 



•卜输 ) 

V 0 



0 


r(x, fi) = (n (x,//), r 2 (x, /i)), 

P ( y ， M ) = ( n ( y ，/ i )， r * 2 ( y ，/ x ))， 


丑 (X ， /i)= 

P(y ， M)= 


^ i ( x , m ) 

丑 2(X ， /i) 


借助上面的新记号，变量变换 （3) 取形式 


= X + r(x ， /X) X，6 = U, T]i = y, r \2 = v. 
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设 fl ( x , fl ) = R ( x y / i ) X , 因此， i?l ( x , fl ) = 瓦 ( X ，/ i ) X 和 i? 2 (x,/x) = fl 2 (x,/i) X . 作这个 

变量变换后得到 


V 

$1 = X + 


dr 


+ r(x, /i)x 


dr 

~^ dx ^ A ^ X ^ ")) x + r ( x ， M )( X ( M)x + R ( x , fi )) -\- 


dr 




/ ^) x + fi(x ， ")x) + r(x,/i)A(/i) + r(x ， /i)H(x ， /i) 

6 = A 2 (M )《2 + 及 2 (€i,^ 2 ,^) +^4(7/1,772, /i )6 + …， 
rh = -f Pi (771,772,/i) +-02 (6 ^2,^2 + *•* , 

7)2 = B 2 {fl)7)2 + P 2 (Vl,V2^) +$4(^L ， C2 ， M)^2 + …， 


X + 


其中 

a , dRo 

处 ( 0 , 0 , W E 0 ， g - 2 ^ ( 0 , 0 ,^) = 0 , 

^ 2 (0,0,/ i ) = 0, ^4(0,0,/ i ) = 0. 


假设 r ( x , / x ) 使得方括号内的表达式为零，即假定下面的条件成立 

_( i 4(/ x)x +&( x ，") x ) 

= M (")r(x，"）— r(x ， ")4(")— 月 1 (x，") - r(x ， /i) 月 (x，") 


(A. 14 ) 


考虑矩阵微分方程系统 


x = A(fi)x 4 - ii(x, /x)x, 

Y ^ A ^ Y ^- YA - R x ( x , / x ) - Ffl ( x ,/ i ), 


(A. 15 ) 


其中 F € Rm im? x ^ R m ^ 对所有充分小仏这个系统有平衡态0 3 (0,0),它的特征指 
数由线性算子 

X A(fl) X, 

A! (/x)y- YA(fi) 一尝 ( 0 , /X) X. 

的谱组成.由此得知当 M = 0时，点0 3 有 m ? 个特征指数在虚轴上，有 
个和 m 个特征指数分别位于虚轴的左边和右边.这导致对充分小的 /i, 系统 (A. 15 ) 
具有 m 维不变流形（强稳定）: K = r(x^). 这给出满足条件 (A. 14 ) 的函数 r 的存在 
性. 
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具有这样的 r(x,/i) 的变换⑶将系统变为满足 A ^ 0, ^3 = 0, ^ = 0, ^ 
i?i =0 的形式 （ A.5). 

第 四步. 作变量变换 （ 4 )， 我们得到 

= Ai + Rl (^1 ,6, M) + ^2 (m , 772 , fj)i2 + • • •, 

6 = A 2 ( h )^2 + 开 2(6，€2， M ) +?4( r ? l ，”2， M )《2 + ••• ， 

m = y + ^yy + p(y, M)y 

= B \ (M)y + Pi (y ， p) + 分 2 (y, aOv 

dv 

( B (/ x)y + P ( y , M))y + p ( y , m ) ( B ( M)y + P ( y , m )) + … 

=BiMvi +^2(6^2^)^ + -Bi (/x)p(y, /i) -»- Pi (y, fi) 

_ 

+_( s (M)y + P(y ， M)y)+p(y ， ")B(/i)+p(y ， AO^(y，/^) y + …， 

■ 

m = S 2 (/X)T72 +p2(r?l ， ^2 ， jU) + W(€l ， €2 ， M>72 + •" ， 

其中尸 (y ， M)= 戶 (y ， M)y. 

选择函数 p 使得方括号中的表达式恒等于零，即 


y + 


dp 

9 y 


( B (/ x ) y + P ( y ,/ i ) y ) 


( A .16) 


B \ { fi ) p ( y , fi ) - p ( y , ^) B ( n ) - Pi ( y ， M ) - p ( y ,/ x ) P ( y , fx ) 


显然，系统最后取所求的形式. 

为了确认这样的函数 P 的存在性，考虑矩阵微分方程系统 

X = ^i(/x)X- A(y ， /i) 一 XP(y , M ), 

V = B(^i)y + P{y,fi) y, 


( A .17) 


其中 X e 且 y e R ' 对所有充分小的 / i , 这个系统有平衡态0 4 (0,0),它的特 
征指数是由线性算子 


X ^ Bi {^ i)X - XB { fi ) - 
y —4 B x (^) y 


爱 (o ， /i)y ， 


的谱组成.当 M = 0 时 0 4 的特征指 数有： n ? 个在虚轴上 ， （nm - n ?) 个和 n 个特征 
值分别位于虚轴的左边和右边.因此,对充分小系统 ( A .17) 具有形如 X = p ( y , fi ) 
的 m 维不变流形 Wr (强不稳定)，其中函数 P 满足条件 （ A .16). 证明 完毕. 
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在 R n + m 中具 m 维稳定和 n 维不稳定不变流形的鞍点不动点的邻域内考虑 
-光滑 （r > 2) 映射族 T(fx). 

设鞍点的乘子是％，…， A m ) 和（ 71 ， • •. ， 7 n )， 其中 M < 1 ( A : = 1， …， m ) 以及 
| 7 Jfc | > 1 (fc = I ,--- , n ). 假设乘子（；\】，…， A mi ) 按绝对值等于某 A , 0 < A < 1，余下 
的稳定乘子，… , A m ) 的绝对值严格小于 A . 对不稳定乘子 （ A mi +1 ，… , A m ) 
我们假设 111 1 = ••- = |7 ni | = 7 > 1 以及对 > ni 有 |7 fc | > T 

完全类似于平衡态附近的系统（见附录 A ), 映射 T (/ x ) 可以（用 CT - 1 变量变换) 
化为形式 

A x (fjL)x + fn(x y y,v, fi)x + / 12 ( x , u,y,v, n)u, 


五 = M{^)u + f2i(x ， y ， v, fi)x-h ,22( 工， tt,y, v, n)u y 
y = + 沒 11( 工 , + 夕 12( 工， 


( B . l ) 


y = B 2 (ji)v + g 2 i(x ， u 、 y ， fi)y-h ^22(^, w, y,v, fi)v, 

其中 Ai (0) 的特征值是 ( A ! ，…， A mi )， A 2 (0) 的特征值是 ( A mi +1 ，… ， A m )， Si (0) 的 
特征值是 （71，... ,7 nJ , 以及 B 2 (0) 的特征值是 （7 n 1+1 ，… ，7 n ). 此外， C — 1 - 函 
数 1 f tj 和 gij 满足 


fij (0, 0,0,0, fi) = 0, pi) (0, 0,0,0, /i) = 0, 

/n(x,0,0,/i) = 0, pu(0,0,y,/i) =0, 

~ 1_ 它们对所有的变量和 p 有直到 （r - 1 ) 阶连续导数，除了单独关于 〆 的最后 （r - 1 ) 阶导数可 
能不 存在. 
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/ i 2 ( x , u ,0 ? 0,/ i ) = 0, 仍 2(0,0, y , V , / i ) e 0, ( B . 2 ) 

fji (0, y f v, fj) = 0, gji(x, u, 0,/ i ) = 0. 

我们特别注意化为这个形式，因为它让我们在鞍点不动点附近可以得到边值 
问题（见 3.7 节）解的好估计.就是说，令函数以， 2 ，％， 2 定义边值问题的 解：点 
(x\u\y\v l ) 是点 ( a : 0 ， ti 0 ， y 0 ， t ; 0 ) 在映射 T(fi) k (在原点的小邻域内）作用下的像, 

当且仅当(工 W ) =⑹，⑦和 (y°,v°) = (vlvl) ( xWV ). 设 
Ao ⑻和 7 o ( M ) 是使得对一切> 0有 


11^1(^11 < 常数•〜(#■， 115 x (//)^ || ^ 常数 ik ) 乂 ( B .3) 


例如，当仅存在一个稳定主乘子 （rm = 1 且是实数）时，则 A 0 (/x) = Xi(fi ). 如果 
存在一对复共辆稳定主乘子 （ m: = 2 且 A: = Aj 是非实数)，则 A 0 (/x) = Re Ai (/i). 
类似地，如果 ni = 1 ， 则 7q(a0 = 7i(m )； 如果 M = 2, 且 7i = 7 彡不是实数，则 

70 (M) = Re Ai {fi ). 

因为4和 B 光滑依赖于 M ，对 g = l , … ， r-l 我们也有 


dJI^ 


(AiW) 


彡常数 


d q 

d[i q 


(騎)一0 


彡常数 • j < z 7 o ( M ) 


( B .4) 


我们还要引人量 Y 和 V ,它们满足 A § < A ' < A q 和 7c < 7' < 7 Q 2 , 使得对一切 
J >0 有 


\\A 2 ^) j W < 常数. (V) j , \\B2(^r j \\ ^ 常数. （ 7 ，)乂 (B-5) 

且对所有关于 / i 的导数,相同的估计成立. 

引理 B.1 如果恒等式 （ B.2) 成立，则 

^ = Ai(^) fc x° -h o(A 0 (/i) fc ), vl = B x (fi)~ k y l 4 - o(7o(M ) _fc )， (B 6) 

^ =0 (A 0 (/i) fc ), vl = o( 70 (/i)- fc ). (B_7) 

其中项 o ( A §) 和是 C — 1 - 光滑的，且它们关于 (x°,u°,y\v l ) 的所有导数 
分别也是 o ( A §) 和 七 0 —4阶，关于 M 微分9次的导数分别有和 o (^ 7o * fc ) 
( g = 0 , …， r —2) 的 估计. 


证明记 


fi = filX -H fi 2 U 和 9i = 9i\y + gi2V- 


(B.8) 
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只需证明（见 3 . 7 节),对给定小的系统 

J 一 1 

Xj = A { x ° 4- ^2 

i — 1 

Uj = A^U° + ^2 A 2~ 3 ~ l f2{x 3 ,U 9 , yii ,V Sl fl), 

3=0 

yj = W'V -艺 Bi ■ ㈣ - 

S=j 

Vj = B 2 —( fc ^V -j2B-^ l ^g 2 (x ai u s1 y s ,v 3 ^) 

a=j 

的解 {( X 0， w 0 ， y 0 ， T ；0)，." .{ xk ^ UkyVkyVk )} 满足下面的估计 

\\ X 3 

IK 你 2( ： 0 ， 

112 /广 a—VlK 7o - ^~ 办)， 

ll^jll < lo { k ~ 3) ^2{ k - j ), 

其中 A 和也是趋于零的某些正序列. 

此外，类似的估计对 ( B .10) 左端的表达式关于 Or G ， u G W ，/ x ) 的所有导数必 
须成立，这时 A 和也可依赖于导数的阶数. 

如我们在 3.7 节证明的， ( B .9) 的解是逐次逼近 {( x ( 0 n Wn 七 1 >)，•••， (4 n) > 
^\ y ^ A n ) )} 当 n — + oo 时的极限，以初始猜测 ( x ^ A l \ y ^\ v ^) = 0 开始的 
逐次逼近 如下： 

3=0 

= Aiu ° + h { x ^ , vi n \^ 

S=0 h ( B . H ) 

yj n+1) - d - ) 仍 (十)，以必 °， 十) ，")， 

8 tj 

v ^ l) 

*=j 

因此，为了证明 ( B .9) 解的某些估计，我们可以假设 n 次逐次逼近满足这些估 
计，然后，以这个假设为基础再验证 （n + 1) 次逐次逼近也满足这些估计.当然估计 
必须与 n 无关. 


( B .9) 


( B .10) 
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按照这个方法（见引理 3.3) 我们已经证明对任何 A > A Q 和5 < 70 有 

u jll ^ K \\ ^ k y ( B .12) 

其中 K 是某正常数（它依赖于 X 和^的特殊选择).现在让我们验证，恒等式 ( B .2) 
的满足允许我们改进这些 估计： 即在 ( B .12) 中可以令 A = Ao 和卞= 7 o . 


事实上，假设 n 次逼近满足 


\\ x ^\\^ K x Xl 


\\ y ^ n ) \\< Ky ^^ ||f|| 仏 7 r". 

我们必须验证适当选取常数化,以后 （n + 1) 次逼近满足 




( B .13) 






k 


\ v ^ l ) \\^ K v ^ 0 


( B .14) 


将 ( B .12), ( B .13) 代入 （ B . ll ) 得 


j -1 


ll^ n+1) ||^A^ + ^ O 心 P + CK u Y 0 - k X s 0 ) 


琴 

3 


( B .15) 


iiu5 n+1) n < (xye + Y 1 (yy^ l (CK 2 x 2a + 6k u x s 0 ) 


其中， C 是某个常数,^是 bU ， 〆 ,!； 1 ) 范数的上界.注意考虑恒等式 ( B .2): 用常数 
6估计||/ 22 ||，缩小考虑的鞍点不动点的邻域可使得5变得任意小，以及 ||/2 l || 的估 
计为 11/21 ( x , y ? t ;)||< ||/ 2 i (0^, t ;)|| + sup |!^ lx | h || x || ^ C || x ||. 用相同的方法我们有 
ll / u ( 工，2/，”川 < sup ||/{ lx || - || x ||, 由于在 ( p f v ) = 0有 /“： e 0得知 \\ fn ( x , y , v )\\ < 

511 x 11, 其中5可取任意小.对函数/ 12 由恒等式 （ B . 2 ) 得 II / 12II < C\\yMl 

由 （ B .15) 我们有 llx ^ ll ^ A &+4 ^+ Ar X 以及 ll^ n+1) H ^ 


入0 


70 


(A ，+ ( ?〒 2 + 由此对 ( x , u ) J n +1) 得估计 ( B .14), 只要选择 K 和 K 

A 7 — Aq 一 A 


使得 


K x ^ e -\- 




CK U 


Aq (1 — Aq ) Ao (7 o — 1) ’ 




由于问题的对称性，对 { y , v )^ l ) 所要求的估计可用同样方法得到. 
因此， ( B .11) 的解（以及所有的逐次逼近）满足 


(xj,Uj) = 0(X1), {yjyVj) = O(7o~ 


(k 一: n 


( B .16) 
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现在我们假设 n 次逐次逼近满足 ( B .10). 基于恒等式 （ B .2)， 函数有估计 

IIAIK supll / L 』• 1 WI 2 + s up ||/{ 2 ( y ， v )|| • | 卜 || • || y , v ||. ( B .17) 

CP 

由于当 （ y ， t ;) — o 时 /( 1;c — 0,由 （ B .16)， 假设 ( B .10) 成立，则 n 次逼近有 


ll/i(^ n) ,^ n) ,yi n) ,^ n) ,/i)|| ^ s ) Xl s + C ^ k x a 0 i p 2 ( s) y (B.18) 

其中 C 是某常数，外是 (B.10) 中对 u 的估计量，而是当 fc - s — +00 时趋于零的 
正函数（与 (B.10) 中 a 和你 的选择无关). 

类似地， 

11/2(#),必)，#)，#)，")|| < &⑷％ + 知2⑷4， (B.19) 

其中 J 可由缩小鞍点邻域的大小而取得足够地小，且当 5 时 ^ 2 { s ) 0 { if 2 

在固定的 rr = d n) 给出 ||/ 2 i || 的上界.由 ( B .2) 当 : r — 0时它趋于零). 

由 （B.18), (B.19), 我们分别得到 

t < E A o^(* - 4 + c J ^r k ^(s) 

沒 =0 s=0 3=0 

以及 

5=0 3=0 \ A / 

因此（见 (B.11))， 如果 


k -1 


k -1 




(B.20) 


和 

^{ j ) = (会 ) ( e + 士 (务)[尹2⑷ + ^ 2 ( 5 )]), ( B .21) 

则 ( x ， u )_ 将满足 ( B .10). 

大家知道，当 fc — + oo 时对任何 a < l 和当 A-s — + oo 时趋于零的任何序列 
( f 和式 

k -1 

X ] a V (^ - «) 

s=0 

趋于零.因此方程 ( B .20) 实际上定义了收敛于零的序列 C ^ i ( fc ), 只要 s — +0 C 时 
内⑷ 趋于零. 
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由 （ B . 2 l )， 给出的序列 ip 2 (j) 可重写为 


★ 2 (j + 1) = 


y 



P 2( j ) + 石 


• AO ). 


由于对充分小4( 1 + 幻 

MJ ) 的确趋于零. 


< 1，以及当 ）— oo 时&0) — 0,得知由这个公式 


由问题的对称性，可用完全类似的方法求得适当函数也和也 . 这样我们已经 
证明了估计 ( B .10). 要完成引理的证明，还需要证明 （ B .9) 的解 ㈨ ，的所 
有导数有类似的估计. 


在 3 . 7 节我们已经证明逐次逼近收敛于边值问题的解以及它们的导数.因此，我 
们可以假设对某些与 n 无关但依赖于导数的阶数 | P | 的收敛于零的序列和如， 2 , 
n 次逼近满足 2 


\\ D P x ^ - D ^ A ^ x^W < 

iPX n) n <㈣㉝ ⑺， 

\\D P y^ n) - D P (B 办 )-( fc _V)ll < 奸 2 7 0 _(fc — J M P) (fc )， 

llM n) ll < ^o (k ' j) 4 P \k-j)- 


于是，基于这个假设,我们必须证明下一个逼近 {( x ^\ y 〗 n+1) , ^ (n+1) )}^0 

满足相同的估计. 

事实上，我们只需要对 g n +1) 和 u ^ l ) 验证.由问题的对称性，可对# +1) 和 
^ n +1) 得到类似的结论. 

微分 （ B .11) 给出 


Dp 工 j 


(n+1) 


D P U ) 


(n+1) 


J 一 1 

a =0 
J’— 1 

D P {A2W^) [ A 2W- s ' 1 f2(xi n \ui n \ 

s=0 


2 我们用记号 D p = 


QPI+P2 

d(x° } u° 1 y 1 y v l )P^ dfiP^ 


其中 （ p= (Pi, P2)). 
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由 ( B .4), ( B .5) 我们有 
|| D p x ； n +1) ^ J D p ( A 1 ( / iPx °)|| 


彡常数 . Af 1 Y ： 

Pi=PliP2=°» 

llM n+1) H 


奸 2 一 Pi E V - 11 ^ fi (4 n) , , M ) 11, 


( B .23) 


< 常数 . (\y 


E !>') i 叫 A (#，必) ， #) ， 4 n ) ， m )11 . 

Pi = Pi ， Pi =0，".， P 2 s -o 


现在，用与前面相同的方法，为了证明引理，我们必须验证类似于 （ B .18) 和 
( B .19) 的估计关于任何 p 阶导数 D p / i , 2 也成立： 


ll^ P /i(xi n) ,ui n) ,^ n) ,^,/i)||^ [/Mfc- S )Ap+/3 2 00 7o “AS]A^ 


( B .24) 


和 

IP P /2( xp ), #)，#),#)，")|| < [/? 3 ⑷ + 54) ⑷] Agfc ' ( B .25) 

其中5可以在缩小所考虑的鞍点不动点的邻域的情况下取得任意小， /3 i >2 , 3 是收敛 
于零的某些序列，此外，冼与 ( B .22) 中估计量和的特殊选择无关, /3 ll2 与 
d p ) 和 t /4 P ) 无关（不过，/? 1>2 , 3 可以依赖于对应低阶导数的# 和孙 
由链规则，导数 D P Mx ^\ u ^\ yi n \ vi n ) ^) 由下面和式 估计： 

常数 .e 

91 , 92,93 v 7 v 

x ||A l (xi n) ,^ n) )||...||A, 1 (^ n \ui n) )|| (B * 26) 

x ||A 9l+1 (yi n) ,^ n) )I 卜 • jIA qi +q2 (d n ) ， #))H ， 

其中仏,；2,3是满足仍+?2+<73彡 Pi + P 2 的非负整数，诸 i 是满足 Zll +. * * + ^+^2,1 = Pi 
和 ^12 + • • . + iq t -^- q 2 ,2 ~h Q 3 = P 2 的非负整 数对. 

由假设，导数 IIAuWlI 和 || A ^ n ) H 的估计由 （ B . 2 2) 给出. 由于 A 和咖与 j 
无关，存在与 ^ 和 ☆ 的特殊选择无关的常数 C ， 使得对所有充分大的 fc ， 当 ( B .22) 

满足时 

IIA 4 n) IK cy Q k l \ || A#)IK c 7 o —( fc — S ) W . ( B .27) 

因此，估计 ( B .26) 可重写为 

常数 . 5： 以必)，以(“ Va 卞 

(il^2,Q3 


( B .28) 
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显然，在对 A 的估计中，满足仍 彡 2 和仍 > 1 的项适合 （ B.24 )， / 2 的估计中所 
有满足奶 > 2 的项适合 (B.25). 我们也指出， 


d q2 ^ q3 fi 
d(y, v)^ 2 dfi 财 


出出 3 fu 

d(y ， v) 如 dfi^ 


xi n) 


d q 2+ qa fi 2 

d(y y v)^ 2 dfi q3 


•;)= 0 ( Ag ) 


d q2+q3 fi 


(我们用了 (B.10), (B.16) 和恒等式 （B.2)， 这给出当: r — 0时 二 、一仑 1 — 0) •因 

a(y^ v)^ 2 Ofi q3 

此，对八的估计 (B.28) 中满足仍= 0 和 g 2 > 1 的项以及对/ 2 的估计中满足 c/i =0 
的所有项分别也适合 （ B.24) 和 (B.25). 

情形 qi = 0,q2 = 0 对应于只对 M 的微分（即: Pi = 0和 P2 =仍).回忆关于 M 的 
第 （r - 1) 阶导数可以不存在，因此我们必须仅对< r - 2估计导数这些导 

Ofl ^ 3 

数关于 [x，u，y，v) 光滑，因此我们可以（利用在（2/，?;）= 0,有 / i 三0•见 ( B.2)) 写为 


d^fi 

dfi ^ 3 


彡 WVyVW ^Up 


= 0和 P2 =奶).回忆关于 M 的 
r - 2估计导数#.这些导 

= 0，有/ 1 三0.见 （B. 2 )) 写为 

妒 3 A II 


d(y，v) dfi^ 


由此，所考虑的项的估计恰如其它项在 g = 0时的估计. 


(B.26) 中最后剩下要研究的项是 

d d q2+q3 fi 
dx d[y，v) q2 dfi q3 


•7p (a_fc) 入仏 P2 一 93 


d^^fi 


du d(y, v)^ 2 d^ 3 


Q 2 (s-k) 


o ( K ) k ^ 


注意，当 ( X ,u) — 0 时总 — 0 ( 见 （ B .2)). 因此，上面两项都以7? 2 …为 
估计，即它们适合 (B.25). 如果仍彡1，则适合 (B.24). 

剩下来考虑对 A 的情形仍= 0, 92 = 0. 为了满足 （B. 24 ) 我们必须证明当 


0, q 2 = 0. 为了满足 （ B. 24 ) 我们必须证明当 


k — s — +oo 时 


d d^h 

d(x^ u) 9/i^ 3 




趋于零，这显然可由 (B.16) 得到，因为八= / u ：r + / 12 y 以及诸在 （ yj) = 0为 
零（见 (B.2)). 

我们已经证明导数 ^p/i(xi n) ,^ n) ,2/i n) ,^ n) ,/i) 满足估计 （B.24) 和 （B. 25 ) .注 
意，对 Z n) 和 #) 的导数我们仅用了估计 (B.27), 它们与 （B.22) 中的 p 和0的选择 
无关.因此， （B.24) 中的估计量汍, 2 事实上与 A 和如 无关，在 (B.26) 中对 (B.25) 
有作用且依赖于和的仅有项是 

ll/LII.IIA^ 7 °ll 和 ll/LIHUVWll. 

这里第一项的估计为 SX a 0 ^\s)kP\ 其中5可取任意小.第二项的估计为 

*^(*-^•(11/21.11 lk n) H + 11/22,11 lk n) H )， 
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对充分大的这给出与和的选择无关的估计 0 ( Ag)W (见 （ B .16), ( B .2)). 
所有这些完全与 ( B .25) 是一致的. 

现在，对接下来的逼近 {( x ； n+1) , ti ； n+1) , yf + l \ ^ n +1) )}^ = o , 估计 （ B .22) 的正确 
性由 （ B .24)，( B .25) 得到，它刚好与由 （ B .18)，( B .19) 得到 ( B .10) 的正确性的方法完 
全一样.引理得证. 

注在映射至少是 C 3 - 光滑的情形，用同样方法可得到 （ B.6) 和 (B.7) 中函数 
《和 r ; 以及它们直到 （r - 2) 阶导数稍微好一点的估计，就是其中项 o ( A §) 和0(7 〆 ) 
分别由 (^( 乂产） 和 0((7’) _ fc ) 代替（见 Gonchenko 和 Shilnikov [27]). 
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Lorenz 方程， 556, 611, 615, 645, 685 


Lorenz 吸引子 ， 15, 557, 680, 685 
Lyapunov (焦点 )量， 329 
Lyapunov 定理 ， 150 

Lyapunov 函数， 345, 359, 362, 374, 385, 

391, 394, 462, 650 

Lyapunov 量， 328, 343, 348, 355, 363, 373, 

^44, 459, 470, 533 
Lyapunov 曲面， 153 
Lyapunov 稳定， 344, 345, 362 
Lyapunov 意义下的稳定性， 152 
Lyapunov 指数， 76, 148, 150 
Maier 定理， 201 
Markov 定理， 315 
Mathieu 方程 ， 633 
Mayer 定理， 307 
Medvedev 例子， 495 
Mobius 长条 , 436 

Mobius 156, 318, 434, 524, 534, 598 
Mobius 流形， 318 

Morse-Smale 类 ，568 

Morse-Smale SK, 326 
Morse-Smale 微分同胚 ， 320, 334 
Morse-Smale 系统， 320, 321 ， 324, 333 
Newhouse 区域， 368 
Ovsyannikov-Shilnikov 定理，79 
Palis-Smale 定理， 321 
Poincare 定理， 74, 200 
Poincar^Bendixson 理论， 311 
Poincare-Du lac 定理， 160 
Poincare 规范形， vi 
Poincare 回复时间， 7 
Poincare 区域， 75 

Poincar^ 旋转数， 200, 336, 459, 4^0 
Poincar^ 映射， 83, 84, 129, 131 ， 250, 434 ， 

447, 488, 598 
Poincar6 映射轨线， 84 
Poisson 稳定 ， 6 
Poisson 稳定点， 308 
Poisson 稳定轨线 ， 6, 310, 315 
Pugh 的封闭性引理， 315 
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Pugh 定理 ，316 
Riemann 曲面 ，204 
Rossler 系统， 621, 673 
Routh-Hurwitz 矩阵 ，607 
Routh-Hurwitz 行列式， 342, 360 
Routh-Hurwitz 准贝 lj, 15, 614 
Schwarz 导数 ，657 
Shilnikov 定理， 535, 673 
Shilnikov 条件 ，550 
Shimizu-Morioka 模型， 612, 621 
Siegel 区域， 74-76 
Smale 马蹄， 550, 659 
Sternberg 定理， 75，160 
van der Pol 方程， 178, 468 
Weierstrass 方法 ， 204 
Wietorius-van Danzig 螺线管 ， 313 
Wronsky 公式 ， 148 

A 

安全边界 ， 596 

安全稳定性边界 ， 594 

鞍点， 18, 22, 33, 304, 381 ， 388, 553, 609 

鞍点不动点 , 95, 115, 126, 334, 390, 391 

鞍点基本类型 ，61 

鞍点景， 77, 516, 532, 611 

鞍点平衡态 ，266 

鞍点区域 ，44 

鞍点同宿回路 ，78 

鞍点型平衡态 ，32 

鞍点映射， 120, 172, 322, 541 

鞍点指标， 77, 512, 524 

鞍点周期轨道， 491，554 

鞍点周期轨线， 82, 152, 156 

鞍 - 焦点， 22, 33, 96, 333, 339, 448, 459, 

509 

鞍 - 焦点 (1,2), 33 
鞍 - 焦点 (2,1), 23, 24, 33,40 
鞍 - 焦点 (2,2), 33, 38, 624 
鞍 - 焦点的 8 字形同宿 ，572 
鞍 - 焦点同宿回路， 78, 546 


鞍 - 结点， 44, 348, 364, 395, 467, 472, 473, 

483 

鞍 - 结点不动点， 499, 661 
鞍 - 结点不动点分支 ，423 
鞍 - 结点平衡态， 472，479 
鞍 - 结点平衡态的消失 ，473 
鞍 - 结点周期轨道， 486, 494, 505 
鞍 - 结点周期轨道分支 ，425 
鞍 - 结点极限环分支 ，424 

B 

斑马形 ，36 
半轨线， 10, 307 
半可定向的8字形同宿 ，575 
半可定向的蝴蝶同宿 ，574 
半平面 ，342 
半稳定 ，331 
半稳定不变闭曲线 ，463 
半稳定环 ，424 
半稳定平衡态 ，417 
胞腔，12 
保积映射 , 634 

倍周期分支， 436, 495, 532, 562, 599, 666 
倍周期分支（翻转分支 )， 595 
倍周期级联 ，334 
本质映射， 486, 487, 596 
边界鞍点平衡态 ，481 
边界系统 ，334 

边值问题， 62, 66, 116, 138, 139, 215, 217 

变分方程， 2, 146 

变量变换， 102, 159 

变量的形式变换 ，74 

标准形 ，343 

不变，6 , 433 

不变非主流形 ，50 

不变环面， 177, 180, 193,195, 312, 459, 470, 

481, 632 

不变环面的产生 ，595 
不变环面的软生成 ，599 
不变集，6 , 8 
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不变流形， 46, 102, 110, 187, 191, 343, 351, 

391，483 

不变流形的破裂 ，490 
不变曲面 ，453 

不变曲线， 196, 455, 459, 461, 478, 490, 662 

不变叶层， 226, 232 

不变圆周 ，91 

不变圆周的软产生 ，455 

不变中心流形 ，204 

不变主流形 ，56 

不变子空间 ，24 

不动点， 84, 93, 321, 361, 374, 390, 426, 453 

不动点不稳定 ，460 

不动点乘子 ，85 

不动点的鞍 - 结点分支 ，561 

不动点的倍周期分支 ，561 

不动点分支， 427, 429, 430 

不可定向的8字形同宿 ，575 

不可定向的 Lorenz 吸引子 ，683 

不可定向的蝴蝶同宿 ，574 

不可定向的同宿回路 ，581 

不可定向的圆周映射 ，494 

不可定向情形， 524, 525 

不可定向曲面 ，524 

不稳定 Lamerey 螺线，88 , 370 

不稳定不变流形 ，511 

不稳定不变子空间， 19, 32 

不稳定不变子流形 ，61 

不稳定不动点， 492, 495, 504, 524 

不稳定方向 ，89 

不稳定非主流形 ，384 

不稳定分界线 ，381 

不稳定复杂（弱）焦点 ，355 

不稳定焦点， 19, 22, 91 

不稳定焦点（平衡态 )， 57 

不稳定结点， 19, 22, 88 

不稳定结点（平衡态 )，57 

不稳定流形，121 

不稳定平衡态 ，418 

不稳定特征子空间，110 


不稳定拓扑结点平衡态 ，46 
不稳定拓扑源平衡态 ，46 
+ 稳定异宿环 ，335 
不稳定中心流形， 211, 212, 214, 247 
不稳定主乘子 ，137 
不稳定主子空间， 32, 33 
不稳定子空间， 22, 23, 89 

C 

叉分支， 350, 418, 638, 667 
产生鞍点周期轨道 ，544 
产生不变环面 ，463 
产生周期轨道 ，534 
常规不稳定不变流形 ，241 
常规不稳定流形 ，235 
常规稳定不变流形 ，241 
常规稳定 ，237 
常规稳定流形， 232, 234 
常微分方程，1 

超临界 Andronov-Hopf 分支， 444, 448 

超临界分支， 418, 419 

超同宿轨道 ，545 

超限序数 ，309 

乘子 +1，419 

乘子 -1，430 

持久性 ，195 

稠密粗微分同胚 ，307 

从一侧不可到达 ，332 

粗 ，303 

粗鞍点 ，347 

粗不动点 ，426 

粗不稳定环 ，366 

粗环 , 303 

粗焦点 ，447 

粗平衡点 ，334 

粗微分同胚 ，307 

粗稳定周期轨道 ，489 

粗系统， 304, 307 

粗性 ，307 

粗周期轨线 ，85 
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次线性估计 ，517 


D 

大范围 ，243 

大范围鞍 - 结点分支 ，487 
大范围稳定不变流形 ，57 
大范围不稳定不变流形 ，57 
大范围不稳定流形 ，483 
大范围二分系统， 216, 226, 235, 383 
大范围分支 ，472 
大范围稳定 ，57 
大范围相图 ，396 

大范围映射， 250, 475, 478, 510, 520, 548, 


大叶条件 ， 498 
代表点， 3 

单参数族， 400, 404, 455, 463 
单侧渐近稳定， 510 
单侧稳定性 ， 510 
单个主特征值 ， 137 
单圈同宿回路 ，562 
单值逆映射， 191 
等价轨线，12 
等射， 199 

第二个 Lyapunov 量， 357 
第二临界情形， 352, 368 
第二临界情形的规范形， 354 
第二情形鞍 - 焦点， 553 
第三临界情形 ， 371 

第一个 Lyapunov 量， 403, 435, 459, 652, 

654 


第一个分界线量 ： 515 
第一类型的稳定性边界， 595 
第一临界情形 ， 347 
第一情形鞍点， 553 
典范规范形 ， 515 
定向图， 325 
定性积分， 9 
定性研究， 15 
动力不确定的边界 ， 603 


动力确定的边界 ，603 
动力系统 , 4 
度量 ，307 
对数蜾线 ，91 
( 多）重极限环 ，452 
多项式变换， 70, 73 

E 

额外退化性 ，648 
二叉树 ，569 
二次切触 ，335 

二维 Poincare 映射，86 , 678 
二维不变环面 ，195 
二重分界线回路， 532, 584 
二重极限环 ，532 

二重同宿回路， 563, 565, 576, 682 

F 

法坐标， 139, 141, 151 
反向倍周期分支 ，563 
反周期， 195, 196 
飞行时间， 488, 505, 512 
飞行时间函数 ，488 
非粗平衡态 ，406 
非粗系统 ，316 
非粗性系统 ，327 
非共振， 74, 388, 431, 454 
非共振函数， 78, 162 
非共振情形 ，373 
非光滑 Klein 瓶 ，496 
非光滑不稳定流形 ，263 
非横截同宿轨道 ，334 
非横截相交 ，339 
非局部 ，243 
非局部中心流形 ，243 
非平凡 Jordan 块 ，17 
非平凡不动点 ，446 
非平凡平衡态， 447, 666 
非平凡吸引子 ，340 
非齐次边值问题 , 68 
非奇异映射 ，99 
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非同伦（微分同胚 )， 193 

非退化分支 ，85 

非退化假设， 538, 583 

非退化同宿回路 ，564 

非唯一性 ，205 

非严格方法 ，338 

非游荡点， 307, 308, 315 

非游荡轨道 ，324 

非游荡集 ，320 

非正则情形 ，608 

非周期（轨线 )， 93 

非主，102 

非主不变流形 ，136 

非主不变子空间， 55, 94 

非主不稳定不变流形 ，115 

非主不稳定子流形 ，244 

非主乘子 ，94 

非主方向，21 

非主局部流形 ，56 

非主流形， 54, 55, 237, 473 

非主流形的分层， 53, 104 

非主平面 ，19 

非主稳定不变子流形 ，115 

非主轴，88 

非主子空间，102 

非自治系统， 178, 383, 391，435 

分界线， 19, 329 

分界线回路， 332, 509, 514, 524, 534 

分界线回路分支 ，528 

分界线量， 564, 571 

郷 ，313 

分支， 327, 332 

分支参数值 ，338 

分支点， 350, 418 

分支集， 338, 402, 441, 571 

分支开折， 450, 460, 558 

分支曲面 ，417 

分支图， 426, 441, 528 

封闭性引理 ，315 

负向 Poisson 稳定点 ，309 


负半轨线， 4, 46 
复共轭 ，360 
复共轭乘子， 360, 453 
复杂 ，364 

复杂（退化）鞍点 ，366 
复杂鞍 - 焦点 ，356 

复杂动力学， 317, 324, 333, 334, 546, 550, 

556 

复杂稳定（弱）焦点 ，374 
覆迭，200 

G 

概形， 12, 305, 328 
概周期 ，314 
概周期运动 ，312 
刚性生成 ，447 

刚性失去稳定性， 445, 456, 597 
高维系统 ，333 
髙维线性系统 ，24 
高维线性映射 , 93 
共振， 70, 157 
共振（超）平面 ，74 
共振不动点， 379, 384, 397 
共振多项式 ，76 
共振关系 ，372 
共振环面 ，465 
共振集 ，70 
共振阶， 70, 157 
共振情形 ，374 
共振区域， 464, 470, 490 
共振无限集， 79, 80 
共振楔， 464, 467 
共振周期轨道， 402, 459 
共振周期轨道分支 ，463 
孤立（平衡态 )， 13 
光滑不变闭曲线 ，180 
光滑不变流形 ，58 
光滑不变曲线 ，460 
光滑不变叶层，212 
光滑动力系统 , 5 
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光滑共轭定理 ，208 
光滑环面 ，493 
光滑环域映射 ，468 
光滑流形 ，321 
光滑微分同胚 ，84 
光滑吸引不变流形 ，502 
光滑吸引不变曲线 ，565 
光滑叶层，210 
光滑主鞍点流形 ，61 
规范形， 76, 636, 679 
规范形方法 ，398 
轨道 - 翻转分支 ，558 
轨道 - 翻转同宿分支 ，564 
轨道规范形 ，355 
轨道稳定性 ，153 
轨线 ，315 

H 

耗散系统 ，310 
恒同映射， 92, 196 
横截曲线 ，400 
横截同宿轨线 ，323 
横截相交， 319, 321 
横截性条件 ，264 
横截异宿连接 ，306 
横截族， 402, 418 
蝴蝶同宿， 556, 573, 688 
环 ，5 
环面 ，465 

环面代数自同构 ，194 
环面的稳定性 ，198 
环失去它的外形 ，599 
环体 ，313 
环域 ，182 

环域原理， 182, 193, 457, 462 
回归轨线， 7, 311 
汇 , 45 

混沌， 327, 470, 490 
混沌性态 ，659 
混沌准则 ，324 


J 

积分曲线，2 
积分系统 ，9 
基，210 
基本概念，1 
基本解矩阵 ，146 
级联 ，5 
极大开集 ，204 
极大链 ，325 

极限环， 10, 82, 358, 392, 519, 530, 572, 650 

极限环的唯一性 ，528 

极限环分支， 332, 477 

极限 •• 拟周期 ，313 

极小集， 7, 9, 181 ， 200, 312 

尖边 ，417 

尖点， 618, 619 

尖分支 ，412 

简单鞍 - 结点， 328, 348 
简单动力学， 316, 333 
简单同宿回路 ，565 
渐近表达式， 405, 418 
渐近规范形， 637, 644 

渐近稳定， 344, 345, 357, 362, 363, 365, 384, 

391, 392, 656 
渐近相 ，153 
渐近形式 ，648 

交叉形式， 172, 183, 190, 323 
焦点， 53, 104, 610 
结点， 53, 611 
结点 (+)，104 
结点 ㈠，104 
结点区域， 44, 481 
结构不稳定 ，316 
结构不稳定点， 4 4 
结构不稳定平衡点 ，44 
结构不稳定性 ，337 
结构不稳定周期轨线 ，213 
结构稳定 , 82 
结构稳定鞍点 ，57 
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结构稳定不动点， 99, 115, 126 
结构稳定的周期轨线， 85, 201 
结构稳定平衡态， 13, 41，198 
结构稳定性 ，321 
截断规范形 ，81 
截面， 83, 181 
解，1 

解析 + 变流形 ，57 
经验混沌特性 ，312 
局部不变集 ，50 
局部不变流形 ，237 
局部不变中心流形 ，206 
局部不稳定流形， 46, 58, 364 
局部分支， 204, 398 
局部简化， 213, 214 
局部扩展稳定流形 ，252 
局部理论，12 
局部情形 ，243 
局部拓扑等价（系统 )，44 
局部拓扑等价的周期轨线，100 
局部稳定不变流形， 98, 383 
局部稳定流形， 46, 58 

局部映射， 250, 251 ， 475, 480, 510, 517, 520, 

547, 563 
局部直化 ，484 
局部中心流形， 208, 213 

K 

幵区域 ，316 

可定向 8 字形同宿 ，576 
可定向的圆周微分同胚 ，199 
可定向情形 ，525 
可定向曲线 ，4 
可允许偶 ，570 
控制参数 ，399 
快 - 慢系统 ，504 
快系统 ，502 
快周期轨道 ，502 
框架，12 

扩展不稳定不变子空间， 33, 96 


扩展不稳定流形， 61, 248 
扩展不稳定特征子空间 ，115 
扩展不稳定子空间， 34, 40 
扩展稳定不变子空间， 33, 96 
扩展稳定流形 ，61 
扩展稳定特征空间， 247, 263 
扩展稳定特征子空间 ，115 
扩展相空间，2 

L 

蓝天突变， 205, 472, 495, 496, 504, 596, 599, 

670 

蓝天突变的 Medvedev 构造，668 
离散动力系统 ，5 
联边分支 ，479 
联边同宿回路 ，478 
链 ，324 
链规则 ，590 
两个环 ，450 
临界鞍点 ，366 

临界不动点， 361 ， 366, 388, 396 
临界节点 ，17 

临界平衡态， 343, 346, 399 
临界情形， 204, 398 
临界周期轨道 ，399 
零鞍点量 ，528 
流形， 357, 552 
流形的不变性，102 
流形的维数 ，46 
孪生对 ，312 
螺旋面形式 ，549 
螺旋吸引子 ，15 

M 

模数 ，335 
魔鬼楼梯 , 636 
魔鬼轮 ，605 

N 

内分支 ，334 

拟极小集， 7, 9, 312, 570 
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拟极小吸引子， 571, 574 
拟周期轨线 ，459 
拟周期函数 ，181 
拟周期机制， 464, 468 
拟周期解 ，182 
拟周期流， 7, 570 
“ 逆时间 ” 系统 ，3 
逆时针方向 ，18 
“ 逆时针方向 ” 的同心圆 ，43 
逆映射 ，128 
黏合 ，382 
黏合分支 ，679 

o 

耦映射 ，182 

P 

拍频调制 ，478 
排斥， 154, 365, 367, 500 
排斥区域 ，660 
排斥周期轨线 ，154 
偏序 ，73 
频率机制 ，470 
频率谱 ，470 
平凡共振 ，372 

平衡态， 2, 9, 13, 236, 304, 339, 344, 351, 

394, 470, 472 
平均定理 ，629 
平均系统 ，627 
平面分支 ，407 
破裂点 ，470 
谱 ，106 

Q 

齐次多项式， 70, 158 
齐次系统 ，167 

奇怪吸引子，8 , 15, 316, 507, 557, 678 
竒摄动系统 ，500 
铅直长条 ，322 
嵌入 ，507 
嵌入流 ，505 


嵌入流映射 ，505 
强不稳定不变叶层， 212, 241 
强不稳定流形 ，553 
强不稳定子流形 ，244 
强共振 ，470 
强共振值 ，376 
强稳定 ，365 

强稳审不变流形， 211, 343 
强稳定不变叶展 ，205 
强稳定不变子空间 ，31 
强稳定流形， 329, 363 
强稳定叶层， 213, 483 
强稳定子流形 ，247 
倾角 - 翻转分支， 555, 558 
球 ，179 

曲线三角形 ，34 
全纯积分 ，357 
群性质，2 

R 

软性失去稳定性 ，444 
弱 ，312 

弱鞍 - 焦点 ，374 
弱共振， 76, 376 
弱焦点 ，329 

S 

三角形式，210 
三重不稳定性 ，645 
失去光滑性 ，471 
失去稳定性， 452, 604 
时间变换 ，3 
时间尺度化 , 3 
时间反向，22 , 211 
实 Jordan 形 ，93 
示意图，12 
双参数族 ，448 
双涡形管 Chua 吸引子 , 678 
双涡形管吸引子 ，15 
双向渐近轨线， 77, 330 
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双向无穷轨线 ，5 
水平长条 ，322 
顺时针直角螺线 ，87 

T 

特殊轨线，11 
特征方程， 146, 203 
特征方向 ，244 
特征根 ，146 
特征空间 ，245 

特征值， 14, 74, 85, 93, 150, 318, 320, 443 
特征指数， 14, 25, 148, 247, 263, 403, 443 
特征子空间 ，53 
提升，200 
跳跃方向 ，128 
停留时间 ，476 
通向蓝天突变的道路 ，501 
通有族， 400, 402 
同步化， 199, 327 

同胚， 4, 42, 96, 156, 199, 304, 318, 365 
同胚于 M6bius 带 ，601 
同宿二重级联 ，684 
同宿分支， 472, 679 

同宿轨线，6 , 161, 244, 247, 319, 320, 324, 

334, 470 
同宿环 ，243 

同宿回路， 77, 243, 244, 246, 249, 265, 305, 

359, 472, 509, 534, 545, 563, 674 
同宿回路分支， 555, 564 
同心圆 ，42 
凸闭集 ，172 
凸闭子集 ，190 
凸壳 ，74 
退化， 343, 352 
退化鞍 - 结点 ，481 
退化平衡态 ，350 
退化情形 ，93 
退化映射 ，92 
椭圆扇形 ，397 
拓扑鞍点， 46, 100 


拓扑不变量， 328, 335 
拓扑等价， 42, 44, 336 
拓扑等价系统 ，307 
拓扑分类 ，41 

拓扑共轭， 96, 98, 99, 127, 336 
拓扑结点，100 
拓扑类型 ，99 

W 

完全不稳定， 75, 154, 347 
完全不稳定不动点 ，95 
完全不稳定平衡态， 61，394 
完全不稳定周期轨线 ，394 
完全退化不动点 ，370 
危险边界 ，596 
危险稳定性边界 ，594 

微分同胚， 4, 159, 178, 182, 307, 317, 320, 

334, 361, 493, 520, 548 
唯一不动点， 168, 186 
唯一解 ，184 
伪投影 ，32 

稳定， 14, 19, 95, 212, 433 
稳定平衡态 ，15 
稳定不变流形 ，126 
稳定不变中心流形，211 
稳定不变子空间， 19, 32 
稳定不动点 ，480 
稳定复杂焦点 ，355 

稳定焦点， 17, 21 ， 31 ， 53, 55, 91, 95, 449 

稳定结点， 16, 19, 21 ， 31 ， 53, 88 

稳定结点 (+)，95 

稳定结点 （-)，95 

稳定流形， 121, 136, 157 

稳定特征子空间，110 

稳定拓扑汇平衡态 ，45 

稳定拓扑结点平衡态 ，45 

稳定性边界 ，603 

稳定性区域 ，204 

稳定中心流形， 211 ， 212, 214, 247 
稳定周期轨道， 448, 467 
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稳定周期轨线 ，82 
稳定主流形 ，448 
稳定主子空间 ，32 
稳定子空间， 23, 89 
无切曲面 ，346 
无穷退化不动点 ，370 
无穷退化平衡态 ，352 

X 

吸引， 365, 392, 394, 544 
吸引盆， 317, 318, 320, 433, 434, 447, 459, 

596, 675 
吸引区域，8 
吸引涡流，686 
吸引云 ，596 
吸引子 , 8, 496, 502 
线性化系统 ，14 
线性化映射 ，84 
线性系统， 15, 74, 75 
线性映射， 85, 99, 173 
向量场 ，518 
相轨线， 2, 4 
相空间， 4, 309, 452 
相图， 352, 389, 393, 397 
相应运动 ，3 
小分母问题 ，75 
小叶条件， 491，496 
楔， 35, 412 
形式级数 ，74 
序数 ，309 
旋轮线形状 ，38 
旋转数，200 
旋转向量场 ，305 
循环变量 ，178 

Y 

压缩 ，475 
压缩映射 ，168 

亚临界 Andronov-Hopf 分支 ， 449 

燕尾 ，416 
叶层，弘 4 


叶层的叶片，210 
叶状邻域 ，339 

一般位置， 245, 399, 404, 407 
一对复共轭乘子， 463 
一阶非粗系统 ， 328 
一维 Poincar^ 映射， 679 
移位映射 , 319 
异宿， 260 

异宿轨线， 260, 319, 325 
异宿环， 260, 263, 333, 390, 576, 583, 584 

异宿环分支 ， 567 
异宿回路， 260 

异宿连接， 305, 577, 584, 668 
诣零流形， 314 
映射， 127, 136 
映射族， 453 
游荡点 ， 307 

有限参数族， 78, 161, 163 
有限光滑变量变换， 76 
余维 fc 分支 ，402 
余维 1 ， 331 ， 335, 403, 442 
余维 1 分支， 339, 490 
余维 2, 614 
余维 2 分支 ，555 
余维2分支曲面， 4 01 
余维 2 同宿分支 ，509 
余维 A: 分支曲面， 40 2 
圆周微分同胚 ， 199 
圆周映射 ，469 
源 ,46 

约化定理， 209, 487, 505 

Z 

折分支 ，595 
振动机制 ，303 
整条轨线 ，3 
正半轨线， 4, 46 
正向稳定 ，309 
正则情形 ，608 
直化 , 51，121 
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指数， 24 

指数式渐近稳定平衡态 ，30 
指数式完全不稳定不动点 ，105 
指数式完全不稳定平衡态 ，57 
指数式稳定解 ，152 
指数式稳定平衡态 ，50 
中心， 42, 309, 357, 390, 453 
中心流形， 367, 482, 484, 639 
中心流形的非唯一性 ，205 
中心流形定理， 207, 208 
中心运动的分类 ，310 
周期， 5, 82 
周期点，86 , 178 

周期轨道， 305, 324, 359, 392, 472 
周期轨线， 2, 3, 82, 100, 361 
周期机制 ，468 
周期强迫自激振动系统 ，177 
主鞍点不变子空间 ，96 
主鞍点子空间 ，33 
主不变流形 ，105 
主不变子空间， 3〗，94 
主不稳定不变子流形 ，115 


主不稳定特征空间 ，61 
主乘子 ，89 
主方向， 16, 19, 88 
主局部流形 ，56 
主流形， 46, 50 
主平面，21 
主特征值 ，207 
主特征指数 ，53 
主稳定 ，61 

主稳定不变子流形 ，115 

主要稳定性边界 ，594 

主轴，88 

主子空间 ，31 

主坐标 ，39 

驻定机制 ，470 

自激振动 ，303 

自极限轨线， 9, 315 

自然编码 ，569 
自治方程 ，505 

自治规范形 ，164 

自治系统， 1 ， 381，459 

自治形式 ，486 
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分支与混沌控制了非线性动力学研究20 多年，关于这个课题已经 
出版了许多介绍性的和高级水平的 著作。 但是， 还亟需一本教科书作为 
这两者之间的桥梁，它同时满足教学上的诉求和数 学的严谨性。本书正 
是为完成上面这个难以执行的任务编 写的。 

沿着 Poincar 6 以及著名的 Andronov 非线性振动 学派的脚步，本书 
着眼于高维非线性动力学的定性研究。书中阐述的许多定 性方法和工具 
只是在最近才被发展起来的，且还没有以教科书的形式出 现过。 

本书保持自封的特色。所有课题都介绍了发 展背景且保持了数学 
的严谨，并配以丰富的插图和高水平的 阐述。 本书适合 对非线性动力 

学-个极为迷人的领域——严格数学基础感兴 趣的初学者、高年 

级本科生以及研究生使用参考。 

“这本书写得很棒，条理清晰，并配有精美的插图……这本强调数 
学技巧的严谨的著作如果再补充一些应用，会成为很好的工程学教程的 
基础教本。” 

- Applied Mechanics Reviews 

# 

“简短的注释涉及理论的方方面面——而不仅仅限于数学问题，它 
为本书增添了别样的色彩。我将此书推荐给所有热爱非线性定性理论的 
人们， 

- Mathematical Reviews 


_ 学科类别 、数学 / 物理/工程 
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